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УДК 517.925

Развитие методов анализа устойчивости позитивных систем

А. Ю. Александров
СПбГУ, С.-Петербург, Россия

a.u.aleksandrov@spbu.ru

Приводится обзор методов анализа устойчивости позитивных ди-
намических систем. Основное внимание уделяется проблеме диа-
гональной устойчивости (построения диагональных функций Ля-
пунова и функционалов Ляпунова–Красовского). Рассматриваются
приложения изложенных подходов к задачам популяционной дина-
мики и управления формациями мобильных агентов.

Ключевые слова: позитивные системы, прямой метод Ляпунова,
диагональная устойчивость, запаздывание, переключения

Позитивной называется динамическая система, у которой движе-
ния с неотрицательными начальными данными остаются неотрица-
тельными при возрастании времени. Системы такого рода широко при-
меняются для моделирования различных процессов в биологии, эпиде-
миологии, экономике, химии, а также в ряде других областей (см. [1]).
Позитивные системы могут получаться в качестве систем сравнения
для крупномасштабных (сложных) систем [2]. В последние годы они
эффективно используются в задачах управления формациями мобиль-
ных агентов [3].

Наряду с многочисленными приложениями, позитивные системы
обладают интересными и важными теоретическими свойствами. Од-
но из таких свойств — диагональная устойчивость [1]. Известно, что
для асимптотической устойчивости позитивной линейной стационар-
ной системы дифференциальных уравнений необходимо и достаточно,
чтобы для нее существовала функция Ляпунова в виде квадратичной
формы с диагональной матрицей, удовлетворяющая условиям теоре-
мы Ляпунова об асимптотической устойчивости. Этот результат на-
шел широкие приложения в задачах анализа устойчивости не только
линейных стационарных систем, но и линейных систем с переменными
коэффициентами, а также некоторых классов нелинейных систем, см.,
например, [4, 5] и цитируемую там литературу.

В данном докладе приводится обзор методов исследования устой-
чивости позитивных систем. Основное внимание уделяется проблеме
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диагональной устойчивости (построения диагональных функций Ля-
пунова и функционалов Ляпунова–Красовского).

Рассматриваются как линейные системы, так и некоторые типы
нелинейных систем, описываемых обыкновенными дифференциальны-
ми уравнениями, разностными и дифференциально-алгебраическими
уравнениями. Изучаются системы с запаздыванием в случаях постоян-
ных, распределенных, неограниченных и бесконечных запаздываний.
Для систем с переключениями режимов функционирования опреде-
ляются условия, при выполнении которых для соответствующих се-
мейств подсистем существуют общие функции Ляпунова или функ-
ционалы Ляпунова–Красовского, что гарантирует асимптотическую
устойчивость гибридных систем при любых допустимых режимах пе-
реключения. Приводятся конструктивные подходы к построению ука-
занных функций и функционалов, основанные на нахождении поло-
жительных решений вспомогательных систем линейных алгебраиче-
ских неравенств. Для систем Персидского и систем Лурье непрямого
управления устанавливаются достаточные условия абсолютной устой-
чивости (асимптотической устойчивости при любых допустимых нели-
нейностях, запаздываниях и переключениях).

Изложенные результаты применяются к задачам анализа динами-
ки обобщенных моделей Лотки–Вольтерра, описывающих взаимодей-
ствие видов в биологических сообществах, а также к некоторым зада-
чам управления формациями мобильных агентов.

Список литературы

1. Kazkurewicz E., Bhaya A. Matrix diagonal stability in systems and
computation. Boston: Birkhauser, 1999.

2. Матросов В.М. Метод векторных функций Ляпунова: анализ динами-
ческих свойств нелинейных систем. М.: Физматлит, 2001.

3. Проблемы сетевого управления / Под ред. А.Л. Фрадкова. М.—Ижевск:
Институт компьютерных исследований, 2015.

4. Aleksandrov A., Mason O. Diagonal Riccati stability and applications //
Linear Algebra and its Appl. 2016. V. 492. P. 38–51.

5. Aleksandrov A. On the existence of diagonal Lyapunov–Krasovskii
functionals for a class of nonlinear positive time-delay systems //
Automatica. 2024. V. 160. Art. 111449.

11



Development of Methods for the Stability Analysis
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A review of methods for the stability analyzis of positive dynamical
systems is provided. The focus is on the problem of diagonal stability
(constructing diagonal Lyapunov functions and Lyapunov–Krasovskii
functionals). Applications of the presented approaches to problems
of population dynamics and control of mobile agent formations are
considered.

УДК 517.929.4

Характеристики чувствительности равновесия нелинейных
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Ранее была введена матрица стохастической чувствительности рав-
новесия дискретной системы. В настоящей работе рассматривается
похожее понятие без использования стохастических методов. Кро-
ме того, изучается асимптотика и свойства областей достижимости
(далее ОД) возмущенных и линеаризованных систем. Рассмотрены
примеры.

Ключевые слова: экспоненциальная устойчивость, область дости-
жимости, чувствительность равновесия

Рассмотрим нелинейную детерминированную систему 𝑥𝑡 = 𝑓(𝑥𝑡−1,
𝑣𝑡), где 𝑥 ∈ R𝑛, 𝑓(𝑥, 𝑣) — достаточно гладкая 𝑛-векторная функция,
𝑡 ∈ N, 𝑣𝑡 ∈ R𝑚 — неопределенные, квадратично ограниченные возму-

щения:
∞∑︀
𝑖=1

|𝑣𝑡|2 ⩽ 𝜀2, | · | — евклидова норма. Пусть невозмущенная

система имеет экспоненциально устойчивое равновесие 𝑥̄ в некоторой
ограниченной инвариантной окрестности 𝑈 . Равновесие 𝑥̄ называется
экспоненциально устойчивым в 𝑈 , если существуют 𝐾 > 0, 𝑙 > 0 та-
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кие, что для всех 𝑡 ∈ N выполняется неравенство |𝑥𝑡−𝑥̄| ⩽ 𝐾𝑒−𝑙𝑡|𝑥0−𝑥̄|,
где 𝑥𝑡 — решение невозмущенной системы с начальным условием
𝑥0 ∈ 𝑈 .

Для отклонений 𝑧𝑡 = 𝑥𝑡 − 𝑥̄ от положения равновесия 𝑥̄ имеем си-
стему первого приближения 𝑧𝑡 = 𝐹𝑡𝑧𝑡−1 +𝑆𝑡𝑣𝑡, где 𝐹𝑡 =

𝜕𝑓
𝜕𝑥 (𝑥̄, 0), 𝑆𝑡 =

𝜕𝑓
𝜕𝑤 (𝑥̄, 0). Построим теперь ОД возмущенной системы из состояния 𝑥̄
при малых ограничениях. Определим множества

𝐺𝑡(𝑥𝑡) =
{︁
[𝑥𝑡−1; 𝑣𝑡] : 𝑥𝑡 = 𝑓(𝑥𝑡−1, 𝑣𝑡), 𝑉𝑡−1(𝑥𝑡−1) + |𝑣𝑡|2 ⩽ 𝜀2

}︁
,

𝒟𝑡 = {𝑥𝑡 : 𝑥𝑡 = 𝑓(𝑥𝑡−1, 𝑣𝑡), [𝑥𝑡−1; 𝑣𝑡] ∈ 𝐺𝑡(𝑥𝑡)} , 𝑉0(𝑥0) = 0,
(1)

где 𝒟𝑡 — область достижимости на шаге 𝑡. Далее определяем функ-
цию 𝑉𝑡(𝑥𝑡) = min[𝑥𝑡−1;𝑣𝑡]∈𝐺𝑡(𝑥𝑡), 𝑥𝑡=𝑓(𝑥𝑡−1,𝑣𝑡)

{︁
𝑉𝑡−1(𝑥𝑡−1) + |𝑣𝑡|2

}︁
, где

𝑥𝑡 ∈ 𝒟𝑡. Множества 𝑋𝑡(𝜀) =
{︁
𝑥𝑡 : 𝑉𝑡(𝑥𝑡) ⩽ 𝜀2

}︁
являются искомыми ОД

и совпадают с множествами 𝒟𝑡 из (1). Доказательство приведено в [1].
Аналогично поступаем для линейной системы. ОД 𝑋0

𝑡 (𝜀) для линей-
ной системы определяется квадратичной функцией 𝑉𝑡(𝑧𝑡) = 𝑧⊤𝑡 𝑊

−
𝑡 𝑧𝑡,

где 𝑊𝑡 = 𝐹𝑡𝑊𝑡−1𝐹
⊤
𝑡 + 𝑆𝑡𝑆

⊤
𝑡 , 𝑊0 = 0, 𝑧𝑡 ∈ im𝑊𝑡. Символом 𝐴−

обозначается псевдообратная матрица для 𝐴.
Отметим, что 𝑋0

𝑡 (𝜀) =𝑊
1/2
𝑡 𝐵(0, 𝜀), где 𝐵(0, 𝜀) — шар в R𝑛 радиуса

𝜀. В качестве следствия получаем существование предела lim
𝑡→∞

𝑊𝑡 =𝑊 ,
поскольку экспоненциальная устойчивость влечет неравенство 𝜌(𝐹 ) <
1 для спектрального радиуса матрицы 𝐹 . Полученный предел 𝑊 на-
зовем матрицей чувствительности системы в точке равновесия 𝑥̄. В
этом случае ОД 𝑋0

𝑡 (𝜀) =
{︁
𝑧𝑡 : 𝑧

⊤
𝑡 𝑊

−
𝑡 𝑧𝑡 ⩽ 𝜀2

}︁
= 𝑊

1/2
𝑡 𝐵(0, 𝜀) сходится

в смысле Хаусдорфа при 𝑡 → ∞ к множеству чувствительности
𝑋0(𝜀) =𝑊 1/2𝐵(0, 𝜀).

Рассмотрим экспоненциально устойчивый 𝑘-цикл {𝑥̄0, . . . , 𝑥̄𝑘−1} не-
возмущенной системы. Это значит, что 𝑥̄𝑡+𝑘 = 𝑥̄𝑡 для всех 𝑡 ∈ N и
выполняются условия устойчивости из [2]. Каждый вектор 𝑥̄𝑖, 0 ⩽
𝑖 ⩽ 𝑘 − 1, k-цикла является положением равновесия системы 𝑥̄𝑖+𝑡𝑘 =

𝑓𝑘(𝑥̄𝑖+(𝑡−1)𝑘, 0), 𝑡 ∈ N, где 𝑓𝑘 — 𝑘-я итерация отображения 𝑓(𝑥, 0).
Если вместо нуля подставить возмущения 𝑣𝑡, то приходим к системе
первого приближения 𝑧𝑖+𝑡𝑘 = 𝐴𝑖𝑧𝑖+(𝑡−1)𝑘 + 𝜀𝐵𝑖𝑣𝑡, 𝐴𝑖 = 𝜕𝑓

𝑘

𝜕𝑥 (𝑥̄𝑖, 0) =

𝐹𝑖𝐹𝑖−1 . . . 𝐹𝑘 . . . 𝐹𝑖+1, 𝐵𝑖 = 𝜕𝑓
𝑘

𝜕𝑤 (𝑥̄𝑖, 0) = 𝑆𝑖𝑆𝑖−1 . . . 𝑆𝑖+1, где матрицы
вычисляются по цепному правилу дифференцирования. Так же, как
ранее, приходим к предельной матрице 𝑊𝑖, поскольку спектральный
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радиус 𝜌(𝐴𝑖) < 1 ввиду экспоненциальной устойчивости цикла. Набор
предельных матриц {𝑊0, . . . ,𝑊𝑘−1} определяет чувствительность 𝑘-
цикла.

Рассмотрим свойства ОД для системы при малых ограничени-
ях. Точку 𝑥̄ зафиксируем. Функция 𝑓 считается достаточно гладкой
в окрестности точки (𝑥̄, 0). Пусть 𝑇 > 1, 𝑓 𝑡(𝑣) = 𝑓

(︁
𝑓 𝑡−1(𝑣), 𝑣𝑡

)︁
,

𝑡 = 2, . . . , 𝑇 , 𝑓1(𝑣) = 𝑓(𝑥̄, 𝑣). Таким образом, в обозначении 𝑓𝑇 (𝑣) век-
тор 𝑣 ∈ R𝑚𝑇 и, более того, 𝑣 принадлежит шару 𝐵(0, 𝜀) этого про-
странства в силу ограничений. В любом шаре 𝐵(0, 𝑟) ⊂ R𝑚𝑇 , содержа-
щемся в окрестности гладкости, гессианы скалярных компонент 𝑓𝑇𝑖 ,
как непрерывные матрицы, будут ограничены по норме. Значит, вы-
полняется условие Липшица

⃒⃒⃒
𝜕𝑓

𝑇

𝜕𝑣 (𝑢)− 𝜕𝑓
𝑇

𝜕𝑣 (𝑤)
⃒⃒⃒
⩽ 𝐿|𝑢 − 𝑤|, 𝐿 > 0,

для якобианов внутри шара 𝐵(0, 𝑟). Если рассмотреть якобиан 𝜕𝑓
𝑇

𝜕𝑣 (0),
то размерность области значений этой матрицы совпадает с размер-
ностью подпространства векторов 𝑥𝑇 при решении линейной системы
𝑧𝑡 = 𝐹𝑧𝑡−1 + 𝑆𝑣𝑡, 𝑧0 = 0, так как 𝜕𝑓

𝑇

𝜕𝑣 (0) = [𝐹𝑇−1𝑆 . . . 𝐹𝑆 𝑆]. Заме-
тим, что ОД 𝑋𝑇 (𝜀) = 𝑓𝑇 (𝐵(0, 𝜀)), 𝐵(0, 𝜀) ⊂ R𝑚𝑇 . С использованием
теоремы 2.1 из [3] получаем следующий результат.

Теорема 1. Если ранг матрицы 𝜕𝑓
𝑇

𝜕𝑣 (0) равен 𝑛, то ОД 𝑋𝑇 (𝜀)
выпуклы при 𝜀 < min{𝑟, 𝜈2𝐿}, где 𝜈 — наименьшее сингулярное число

матрицы 𝜕𝑓
𝑇

𝜕𝑣 (0).

При 𝑇 ⩾ 𝑛 ранг матрицы 𝜕𝑓
𝑇

𝜕𝑣 (0) не зависит от 𝑇 и можно полагать
𝑇 = 𝑛. При больших 𝑇 условие теоремы 1 — это критерий Р. Калмана
полной управляемости. Во всяком случае, для любого 𝑇 при полной
управляемости найдется такое 𝜀 > 0, что ОД 𝑋𝑇 (𝜀) выпукла.

О соотношении эллипсоидов 𝑋0
𝑇 (𝜀) и выпуклых множеств 𝑋𝑇 (𝜀)−𝑥̄

при 𝜀→ 0 в условиях теоремы 1 можно сказать следующее.
Теорема 2. Выпуклые множества 𝑋𝑇 (𝜀)− 𝑥̄ и 𝑋0

𝑇 (𝜀) в условиях
теоремы 1 асимптотически эквивалентны (см., например, [4]).

Это означает, что расстояние Банаха-Мазура 𝑚
(︁
𝑋𝑇 (𝜀)− 𝑥̄, 𝑋0

𝑇 (𝜀)
)︁

стремится к нулю при 𝜀 → 0. Здесь 𝑚(𝑋,𝑌 ) = log(𝑠(𝑋,𝑌 ) · 𝑠(𝑌,𝑋)),
𝑠(𝑋,𝑌 ) = inf {𝑡 ⩾ 1 : 𝑡𝑋 ⊃ 𝑌 }. Данная эквивалентность более сильная,
чем сближение по Хаусдорфу. Доказательство использует результаты
[4] и представление хаусдорфова расстояния через опорные функции.
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Earlier, the matrix of stochastic sensitivity of the balance for a discrete
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Рассматривается задача оптимального быстродействия для лине-
аризованного перевернутого двойного маятника. Построен закон
управления в форме обратной связи, который за минимальное вре-
мя приводит маятник в верхнее положение равновесия с помощью
ограниченного момента, приложенного в точке подвеса.

Ключевые слова: линейная управляемая система, обратный маят-
ник, принцип максимума Понтрягина

1. Введение

Предлагается решение классической задачи оптимального управ-
ления, полученное на основе принципа максимума Понтрягина [1] и
методе построения поверхностей переключения [2]. Нормальная фор-
ма Коши изучаемой системы представляется диагональной матрицей с
вещественными коэффициентами, что позволяет решать задачу быст-
родействия для ее подсистем, последовательно повышая размерность
подсистем и используя каждый раз решение предыдущей задачи.

2. Постановка задачи и уравнения движения

Считаем, что маятник состоит из двух соединенных идеальным
шарниром жестких невесомых стержней с длинами 𝑙1, 𝑙2, на концах
которых закреплены материальные точки с массами 𝑚1,𝑚2 соответ-
ственно. Предполагается, что этот двузвенник перемещается в верти-
кальной плоскости в поле силы тяжести в окрестности верхнего поло-
жения равновесия под действием момента 𝑢0, приложенного в точке
подвеса первого звена.

Линеаризованное в окрестности верхнего положения равновесия
уравнение движения маятника запишем в форме

(1) 𝐾𝜙 = −𝑃𝜙+𝐵𝑢0, 𝜙 = (𝜙1, 𝜙2)
⊤, 𝐵 = (1, 0)⊤.

Здесь 𝜙1, 𝜙2 — углы отклонения звеньев от вертикали, а матрица ки-
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нетической энергии 𝐾 и матрица потенциальной энергии 𝑃 имеют вид

𝐾 =

(︂
(𝑚𝑙 +𝑚2)𝑙

2
1 𝑙1𝑙2𝑚2

𝑙1𝑙2𝑚2 𝑚2𝑙
2
2

)︂
, 𝑃 = −

(︂
(𝑚𝑙 +𝑚2)𝑔𝑙1 0

0 𝑚2𝑔𝑙2

)︂
,

где 𝑔 — ускорение силы тяжести. На управляющую силу накладыва-
ется ограничение

(2) |𝑢0| ⩽ 𝑈, 𝑈 > 0.

Необходимо построить закон управления в форме обратной связи,
который удовлетворяет ограничению (2) и приводит систему (1) из
произвольного состояния в начало координат за минимальное время.

Известно [3], что система, описывающая в линейном приближении
динамику многозвенного перевернутого маятника под действием мо-
мента, приложенного к первому звену, удовлетворяет условию управ-
ляемости Калмана [4].

В нормальной форме Коши в безразмерных переменных система (1)
и ограничения (2) могут быть представлены в виде

𝑥̇1 = −𝑥1 + 𝑢, 𝑥̇2 = 𝑥2 + 𝑢, 𝑥̇3 = −𝛼𝑥3 + 𝑢, 𝑥̇4 = 𝛼𝑥4 + 𝑢,(3)

(4) |𝑢| ⩽ 1.

Здесь постоянная 𝑎 > 0 зависит от параметров маятника.
Оптимальное по быстродействию управление для линейной систе-

мы порядка 𝑛 с вещественными собственными числами при ограни-
чении вида (4) для любого начального состояния задается кусочно-
постоянной функцией времени, принимающей значения 1 и −1, и име-
ет не более 𝑛 − 1 переключений [1]. Для построения искомого закона
управления достаточно описать множества, на которых управление ме-
няет знак, а также указать области фазового пространства, в которых
управление принимает значения +1 и −1.

В докладе решение задачи сводится к решению нескольких вспомо-
гательных задач. Сначала рассматривается задача оптимального быст-
родействия для системы, состоящей только из первых двух уравне-
ний (3). Затем, используя полученное решение, находится закон опти-
мального управления для системы, состоящей из первых трех уравне-
ний. Наконец, результаты решения этих вспомогательных задач приме-
няются для построения оптимального по быстродействию управления
полной системой.
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3. Задача быстродействия для подсистемы размерности 3

Приведем кратко решение задачи для системы

(5) 𝑥̇1 = −𝑥1 + 𝑢, 𝑥̇2 = 𝑥2 + 𝑢, 𝑥̇3 = −𝛼𝑥3 + 𝑢,

состоящей из трех первых уравнений (3), множество начальных состо-
яний, из которых можно попасть в начало координат при ограниче-
нии (4), представляет собой «слой» 𝑄 = {(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ∈ 𝑅3 : |𝑥2| < 1}.
Этот слой разбивается на две области поверхностью 𝑆, которая опи-
сывается уравнением 𝑥3 = 𝑓(𝑥1, 𝑥2), т.е. является графиком некоторой
непрерывной функции 𝑓 , заданной на полосе {(𝑥1, 𝑥2) ∈ 𝑅2 : |𝑥2| < 1}
(поверхность 𝑆 для случая 𝛼 = 2 представлена на рис. 1). Выше этой
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Рис. 1: Поверхность первого переключения

поверхности оптимальное управление равно −1, ниже оно равно +1.
Когда траектория достигает поверхности 𝑆, управление меняет знак
и движение продолжается по этой поверхности до кривой Γ (жирная
кривая на рис. 1). Здесь управление еще раз меняет знак, а траектория
приходит в начало координат вдоль этой кривой.

Работа выполнена в рамках государственного задания №124012500443-0.
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We consider the time-optimal control problem for a linearized inverted
double pendulum. A feedback control law is constructed that brings the
pendulum to its upper equilibrium position in minimal time using a
bounded torque applied at the suspension point.
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В работе получены результаты о предельных свойствах решений
интегро-дифференциальных уравнений типа Вольтерра в цилин-
дрическом фазовом пространстве. Построены функционал и функ-
ция Ляпунова для определения достаточных условий глобального
притяжения и полуглобальной асимптотической устойчивости мно-
жества положений равновесия рассматриваемых уравнений.
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1. Введение
Основным методом исследования устойчивости решений нелиней-

ных систем дифференциальных уравнений является прямой метод Ля-
пунова. Его развитие позволяет значительно увеличить классы ре-
шаемых теоретических и прикладных задач. Работы Н.Н. Красовско-
го и Б.С. Разумихина явились основополагающими для исследования
устойчивости функционально-дифференциальных уравнений (ФДУ) с
конечным запаздыванием. В работах [1,2] посредством построения то-
пологической динамики неавтономных ФДУ представлено развитие
прямого метода Ляпунова со знакопостоянной производной [3]. В ра-
ботах [4, 5] такая структура исследования применяется для решения
задач об устойчивости интегро-дифференциальных уравнений (ИДУ)
типа Вольтерра.

Целью настоящего доклада является представление результатов
по развитию прямого метода Ляпунова в исследовании устойчивости
интегро-дифференциальных уравнений Вольтерра с цилиндрическим
фазовым пространством.

2. Основной результат
Рассматривается ИДУ типа Вольтерра

(1) 𝑥̇(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡)) +

𝑡∫︁
0

𝑔(𝑡, 𝑠, 𝑥(𝑡), 𝑥(𝑠))𝑑𝑠,

где 𝑥𝑇 = (𝑦𝑇 , 𝑧𝑇 ), 𝑦 ∈ 𝑅𝜈 , 𝑧 ∈ 𝑅𝜇, 𝜈 + 𝜇 = 𝑛, 𝑅𝜈 и 𝑅𝜇 — 𝜈− и
𝜇−мерные линейные действительные пространства с нормами ‖𝑦‖ =
max(|𝑦1|, |𝑦2|, . . . , |𝑦𝜈 |), ‖𝑧‖ = max(|𝑧1|, |𝑧2|, . . . , |𝑧𝜇|) соответственно,
‖𝑥‖ = max(‖𝑦‖, ‖𝑧‖), функции 𝑓 = 𝑓(𝑡, 𝑦, 𝑧) и 𝑔 =

𝑔(𝑡, 𝑠, 𝑦(1), 𝑧(1), 𝑦(2), 𝑧(2)) определены и непрерывны соответствен-
но при (𝑡, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝑅 × 𝑅𝜈 × 𝑅𝜇 и (𝑡, 𝑠, 𝑦(1), 𝑧(1), 𝑦(2), 𝑧(2)) ∈
𝑅2 × 𝑅2𝑛, являются периодическими по переменным 𝑧 ∈
𝑅𝜇 и (𝑧(1), 𝑧(2)) ∈ 𝑅2𝜇 соответственно, иными словами,
𝑓(𝑡, 𝑦, 𝑧 + 2𝜋𝐺) = 𝑓(𝑡, 𝑦, 𝑧), 𝑔(𝑡, 𝑠, 𝑦(1), 𝑧(1) + 2𝜋𝐺(1), 𝑦(2), 𝑧(2) + 2𝜋𝐺(2))

∀𝐺,𝐺(1), 𝐺(2) ∈ 𝑍𝜇.
Полагается, что функции 𝑓 и 𝑔 удовлетворяют условиям предком-

пактности уравнений (1) в функциональных пространствах, определя-
емых аналогично построениям, проведенным в работах [4, 5].

При условиях 𝑓(𝑡, 0, 𝜋𝐺) = 𝑓(𝑡, 0, 0) = 0, 𝑔(𝑡, 𝑠, 0, 𝜋𝐺(1), 0, 𝜋𝐺(2)) =

𝑔(𝑡, 𝑠, 0, 0, 0, 0) = 0 ∀𝐺,𝐺(1), 𝐺(2) ∈ 𝑍𝜇 уравнения (1) допускают суще-
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ствование множества положений равновесия 𝑆 = {𝑦 = 0, 𝑧 = 𝜋𝐺(𝑘),

𝐺(𝑘) ∈ 𝑍𝜇, 𝑘 = 1, 2, . . .}.
Исследуется задача о достаточных условиях глобального притяже-

ния множества 𝑆 и его полуглобальной асимптотической устойчивости.
Решение задач достигается на основе применения функционалов

Ляпунова со знакопостоянной производной и функций Ляпунова.

3. Заключение

В работе решена задача о достаточных условиях глобального при-
тяжения и полуглобальной асимптотической устойчивости множества
положений равновесия неавтономного интегро-дифференциального
уравнения типа Вольтерра путем построения функционала Ляпунова
со знакопостоянной производной и функции Ляпунова.
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In this paper, the limiting properties of solutions to Volterra-type
integro-differential equations in cylindrical phase space have been obtained.
Lyapunov functional and function are constructed to find sufficient condi-
tions for global attraction and semi-global asymptotic stability of the set
of equilibrium positions of the equations.

УДК 517.977.1

Об одном случае стабилизации линейной системы
управления по состоянию

О. Г. Антоновская, А. В. Бесклубная
ННГАСУ, Н. Новгород, Россия

olga.antonovsckaja@yandex.ru, antbesk@gmail.com
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ва.

Ключевые слова: непрерывная система управления, стабилизация
по состоянию, квадратичная функция Ляпунова

1. Введение

Задача о стабилизации динамических систем является одной из
важнейших задач теории управления [1]. В работе рассматривается
вопрос о возможности статической стабилизации по состоянию таким
образом, чтобы заданная положительно определенная квадратичная
форма 𝑉 (𝑥) была функцией Ляпунова, для которой выполнение нера-
венства 𝑉̇ (𝑥) < 0 для производной обеспечивается с заданным запасом

22



𝛿 (т.е. 𝑉̇ (𝑥) ⩽ 𝛿𝑉 (𝑥), 𝑥 ̸= 0).

2. Основной результат

Рассмотрим непрерывную линейную систему управления

(1) 𝑥̇ = 𝐴𝑥+𝐵𝑢.

В (1) 𝐴,𝐵 — постоянные вещественные матрицы размерности 𝑛 × 𝑛,
𝑥 = 𝑥(𝑡) ∈ R𝑛 — вектор состояния (вектор выхода), 𝑢 = 𝑢(𝑡) ∈ R𝑛 —
вектор управления (вектор входа), 𝑡 — время. Задачу поставим следу-
ющим образом: найти обратную связь 𝑢 = 𝐾𝑥, где 𝐾 — постоянная
вещественная матрица размерности 𝑛 × 𝑛, такую, чтобы заранее из-
вестная положительно определенная квадратичная форма

(2) 𝑉 (𝑥) = 𝑥т𝑃𝑥 (𝑃 т = 𝑃 )

была функцией Ляпунова системы

(3) 𝑥̇ = (𝐴+𝐵𝐾)𝑥,

удовлетворяющей условию 𝑉̇ (𝑥) ⩽ 𝛿𝑉 (𝑥), 𝑥 ̸= 0 при заданном 𝛿 < 0,
т.е. 𝛿 должно являться наибольшим корнем [2] уравнения

(4) det((𝐴+𝐵𝐾)т𝑃 + 𝑃 (𝐴+𝐵𝐾)− 𝜇𝑃 ) = 0,

или
det(𝑃−1(𝐴+𝐵𝐾)т𝑃 + (𝐴+𝐵𝐾)− 𝜇𝐼) = 0,

т.к. det𝑃 > 0 по условию. Матрицы (𝐴 + 𝐵𝐾)т𝑃 + 𝑃 (𝐴 + 𝐵𝐾) и 𝑃
симметричные, поэтому все корни (4) вещественные [3, гл.10]. Тогда,
согласно (4), если существует такая матрица 𝐷, все собственные зна-
чения которой отрицательны, причем

𝛿𝑛−1 < 𝛿𝑛−2 < ... < 𝛿1 < 𝛿 < 0,

такая, что матрица 𝑃𝐷 симметрична, тогда мы можем выбрать

𝑃−1(𝐴+𝐵𝐾)т𝑃 + (𝐴+𝐵𝐾) = 𝐷,

откуда, учитывая, что 𝑃 т = 𝑃, получаем

(𝑃𝐵𝐾)т + 𝑃𝐵𝐾 = 𝑃𝐷 − ((𝑃𝐴)т + 𝑃𝐴).
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И если будем искать симметричную матрицу 𝑃𝐵𝐾, получим

2𝑃𝐵𝐾 = 𝑃𝐷 − ((𝑃𝐴)т + 𝑃𝐴),

а если к тому же матрица 𝐵 невырожденная, то

(5) 𝐾 =
1

2
𝐵−1𝑃−1(𝑃𝐷 − ((𝑃𝐴)т + 𝑃𝐴)).

Таким образом, доказана следующая теорема.
Теорема 1. Пусть дана система управления (1), где матрица 𝐵

невырожденная, а матрица 𝑃𝐷 симметричная. Тогда всегда суще-
ствует обратная связь 𝑢 = 𝐾𝑥, где матрица 𝐾 определяется в силу
(6), такая, что квадратичная форма (2) становится функцией Ля-
пунова системы (3), удовлетворяющей условию max 𝑉̇ /𝑉 = 𝛿 < 0 и
гарантирующей асимптотическую устойчивость для (3).

Замечание 1. Если 𝑃 = 𝐼, можно выбрать

𝐾 =
1

2
𝐵−1(𝐷 − (𝐴т +𝐴)𝐷 = diag{𝛿𝑛−1, 𝛿𝑛−2, ..., 𝛿1, 𝛿},

Рассуждая аналогично, можно получить еще одну теорему.
Теорема 2. Пусть дана система управления (1), где матрица 𝐵

невырожденная, а матрица 𝐷𝑃 симметричная. Тогда всегда суще-
ствует обратная связь 𝑢 = 𝐾𝑥, где матрица 𝐾 определяется в силу

(6) 𝐾 =
1

2
𝐵−1𝑃−1(𝐷𝑃 − ((𝑃𝐴)т + 𝑃𝐴))

такая, что квадратичная форма (2) становится функцией Ляпунова
системы (3), удовлетворяющей условию max 𝑉̇ /𝑉 = 𝛿 < 0 и гаранти-
рующей асимптотическую устойчивость для (3).
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The paper proposes a possibility of solving the problem of static
stabilization of a continuous state-feedback control system using the
properties of a specific quadratic Lyapunov function.
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Для омниколесного робота с прицепом исследуется субриманова за-
дача в виде задачи быстродействия с линейной по управлению си-
стемой и множеством управлений в виде единичного шара с цен-
тром в начале координат. Доказана интегрируемость по Лиувиллю
нормальной гамильтоновой системы принципа максимума Понтря-
гина. Получено описание анормальных траекторий.

Ключевые слова: омниколесный робот с прицепом, субриманова
задача, принцип максимума Понтрягина, интегрируемость по Ли-
увиллю, анормальные экстремали

1. Введение

Рассмотрена геометрическая модель омниколесного робота с колес-
ным прицепом, закрепленным в центре робота (см. Рис. 1).

Омниколесный робот с прицепом двигаются по плоскости без пре-
пятствий, причем робот в отличие от прицепа может перемещаться в
любом направлении, в том числе в направлении, перпендикулярном
направлению колес. Без ограничения общности считаем, что расстоя-
ние между роботом и прицепом равно 1. Положение робота с прице-
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Рис. 1: Модель омниколесного робота с колесным прицепом

пом определяется вектором 𝑞 = (𝑥, 𝑦, 𝜃, 𝜙) ∈ R2×𝑆1×𝑆1. Координаты
(𝑥, 𝑦) определяют положение центра робота на плоскости, угол 𝜃 зада-
ет ориентацию робота относительно оси 𝑥, а угол 𝜙 задает ориентацию
прицепа относительно робота.

2. Постановка задачи
Субриманова задача формулируется в виде задачи быстродействия

𝑞 = 𝑢1𝑋1 + 𝑢2𝑋2 + 𝑢3𝑋3,(1)

𝑢 = (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3) ∈ 𝑈 = {(𝑢1, 𝑢2, 𝑢3) ∈ R3 | 𝑢21 + 𝑢22 + 𝑢23 ⩽ 1},(2)
𝑋1 = (cos 𝜃, sin 𝜃, 0,− sin𝜙) , 𝑋2 = (0, 0, 1,−1) ,(3)
𝑋3 = (− sin 𝜃, cos 𝜃, 0, cos𝜙) ,(4)
𝑞(0) = (𝑥0, 𝑦0, 𝜃0, 𝜙0), 𝑞(𝑇 ) = (𝑥1, 𝑦1, 𝜃1, 𝜙1),(5)
𝑇 → min,(6)

управления 𝑢1, 𝑢3 задают компоненты линейной скорости центра робо-
та, а 𝑢2 есть его угловая скорость.

Замечание 1. Система (1)–(5) вполне управляема в силу теоремы
Рашевского-Чжоу и имеет вектор роста (3, 4). Существование опти-
мальных траекторий в задаче быстродействия (1)–(6) гарантирует тео-
рема Филиппова [1].

Исследуются экстремальные траектории, удовлетворяющие необхо-
димому условию оптимальности — принципу максимума Понтрягина
(ПМП) [2].

3. Гамильтонова система ПМП
В нормальном случае с ненулевым максимизированным гамильто-

нианом ℋ(ℎ) := max𝑢∈𝑈 𝐻(ℎ, 𝑢) ≡ ℎ21 + ℎ22 + ℎ23 ̸= 0 из условия макси-
мума следует, что 𝑢𝑖 = ℎ𝑖, 𝑖 = 1, 2, 3.
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Нормальная гамильтонова система, исходя из условия максимума,
принимает следующий вид:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ℎ̇1 = ℎ3(ℎ2 − ℎ4),
ℎ̇2 = 0,

ℎ̇3 = ℎ1(ℎ4 − ℎ2),
ℎ̇4 = ℎ4(ℎ1 cos𝜙+ ℎ3 sin𝜙),

𝑥̇ = ℎ1 cos 𝜃 − ℎ3 sin 𝜃,
𝑦̇ = ℎ1 sin 𝜃 + ℎ3 cos 𝜃,

𝜃 = ℎ2,

𝜙̇ = −ℎ1 sin𝜙+ ℎ3 cos𝜙− ℎ2.

(7)

Теорема 1. Нормальная гамильтонова система (7) ПМП инте-
грируема по Лиувиллю и имеет четыре функционально независимых
первых интеграла, находящихся в инволюции [3].

В анормальном случае с нулевым максимизированным гамильтони-
аном ℋ(ℎ) := max𝑢∈𝑈 𝐻(ℎ, 𝑢) ≡ 0 справедлива следующая теорема.

Теорема 2. Анормальные экстремали соответствуют вращени-
ям робота на месте, при которых прицеп остается неподвижным.
Они являются оптимальными при

𝑢1(𝑡) = 𝑢3(𝑡) = 0, 𝑢2(𝑡) = ±1, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], 𝑇 ⩽ 𝜋.

4. Заключение

Исследована гамильтонова система ПМП в субримановой задаче
для омниколесного робота с колесным прицепом. Доказано, что нор-
мальная гамильтонова система интегрируема по Лиувиллю. Анормаль-
ные экстремали, не являющиеся строго анормальными, суть повороты
робота на месте. Полученные результаты важны как с теоретической
точки зрения, так и с практической, и могут использоваться при пла-
нировании движения соответствующей модели робота с прицепом по
ровной поверхности, например, в складском помещении для транспор-
тировки грузов.

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (Проект
№ 25-21-00681), https://rscf.ru/project/25-21-00681/.
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We study a sub-Riemannian problem for an omniwheel robot with a
trailer as time minimizating problem with a linear control system and a
control in a unit ball centered at the origin. The Liouville integrability
of a normal Hamiltonian system of the Pontryagin maximum principle is
proved. A description of abnormal trajectories is obtained.
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В докладе формулируются новые необходимые условия седловой
точки. Приводится сравнение предложенных необходимых условий
с известными. Формулируется утверждение об устойчивости крити-
ческих точек, т.е. точек, удовлетворяющих необходимым условиям.

Ключевые слова: необходимые условия оптимума, седловая точка,
устойчивость

1. Введение

Пусть задано натуральное число 𝑛 ∈ N, непустые компактные
множества 𝑋,𝑌 ⊂ R𝑛, непрерывно дифференцируемая функция 𝑓 :
R𝑛 × R𝑛 → R и точка (𝑥̄, 𝑦) ∈ 𝑋 × 𝑌. Напомним, что если

𝑓(𝑥, 𝑦) ⩾ 𝑓(𝑥̄, 𝑦) ⩾ 𝑓(𝑥̄, 𝑦) ∀𝑥 ∈ 𝑋, ∀ 𝑦 ∈ 𝑌,
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то точка (𝑥̄, 𝑦) ∈ 𝑋 × 𝑌 называется седловой точкой функции 𝑓 (на
множестве 𝑋 × 𝑌 ).

Из необходимых условий минимума (см., например, [1, Prop. 1.39])
вытекает, что если точка (𝑥̄, 𝑦) ∈ 𝑋 × 𝑌 является седловой точкой
функции 𝑓, то

(1)
⟨𝑓 ′𝑥(𝑥̄, 𝑦), 𝑣⟩ ⩾ 0 ∀ 𝑣 ∈ 𝑇𝑋(𝑥̄),

⟨𝑓 ′𝑦(𝑥̄, 𝑦), 𝑤⟩ ⩽ 0 ∀𝑤 ∈ 𝑇𝑌 (𝑦).

Здесь и далее ⟨·, ·⟩ — это стандартное скалярное произведение в про-
странствах R𝑛 и R𝑛 × R𝑛, 𝑓 ′𝑥(𝑥̄, 𝑦) — это частная производная функ-
ции 𝑓 по переменной 𝑥 в точке (𝑥̄, 𝑦), а 𝑇𝑋(𝑥̄) — это касательный конус
Булигана (см., например, [1, Sec. 1.4] и [1, §24]).

Необходимое условие седловой точки (1) не является достаточным.
Более того, оно может выполняться в некоторых точках и в случае,
когда седловая точка отсутствует вовсе.

Ниже мы сформулируем новые необходимые условия седловой точ-
ки. Кроме того, будет приведен пример, иллюстрирующий отличие
предложенных необходимых условий от условий (1). Также в работе
формулируется утверждение об устойчивости необходимых условий.

2. Основной результат
Положим

𝑄𝑋(𝑦) := {𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑓(𝑥, 𝑦) = min
𝜉∈𝑋

𝑓(𝜉, 𝑦)}, 𝑦 ∈ 𝑌,

𝑄𝑌 (𝑥) := {𝑦 ∈ 𝑌 : 𝑓(𝑥, 𝑦) = max
𝜂∈𝑌

𝑓(𝑥, 𝜂)}, 𝑥 ∈ 𝑋.

Сформулируем необходимые условия седловой точки.
Теорема 1. Если точка (𝑥̄, 𝑦) ∈ 𝑋 × 𝑌 является седловой точкой

функции 𝑓 (на множестве 𝑋 × 𝑌 ), то

(2)
max

𝑦∈𝑄𝑌 (𝑥̄)
⟨𝑓 ′𝑥(𝑥̄, 𝑦), 𝑣⟩ ⩾ 0 ∀ 𝑣 ∈ 𝑇𝑋(𝑥̄),

min
𝑥∈𝑄𝑋(𝑦)

⟨𝑓 ′𝑦(𝑥, 𝑦), 𝑤⟩ ⩽ 0 ∀𝑤 ∈ 𝑇𝑌 (𝑦).

Необходимые условия (1) и (2) являются независимыми. Последнее
означает, что могут существовать две различные пары точек (𝑥̄1, 𝑦1)
и (𝑥̄2, 𝑦2) такие, что в первой точке (𝑥̄1, 𝑦1) выполняется условие (1)
и нарушается условие (2), а во второй точке (𝑥̄2, 𝑦2) нарушается усло-
вие (1) и выполняется условие (2).
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Проиллюстрируем сказанное примером. Пусть

𝑛 = 1, 𝑋 = 𝑌 = [−1, 1], 𝑓(𝑥, 𝑦) ≡ 𝑥𝑦 + 𝑎(𝑥) + 𝑏(𝑦), 𝑥, 𝑦 ∈ R.

Здесь 𝑎 : R→ R — это непрерывно дифференцируемая вогнутая функ-
ция, а 𝑏 : R → R — это непрерывно дифференцируемая выпуклая
функция, относительно которых предполагается, что

𝑎(−1) = 𝑎(1), 𝑎′(0) ̸= 0, |𝑎′(𝑥)| < 1 ∀𝑥 ∈ 𝑋;

𝑏(−1) = 𝑏(1), 𝑏′(0) ̸= 0, |𝑏′(𝑦)| < 1 ∀ 𝑦 ∈ 𝑌.

Тогда, проведя несложные вычисления, можно убедиться, что усло-
вие (2) выполняется только в точке (0, 0), а условие (1) нарушается в
этой точке. В то же время существуют точки (𝑥̄, 𝑦) ̸= (0, 0), в которых
условие (1) выполняется. Подробно этот пример рассмотрен в [3].

Перейдем к вопросу об устойчивости точек, удовлетворяющих со-
отношению (2). Обозначим через 𝒮(𝑓) множество точек (𝑥̄, 𝑦), для ко-
торых выполняется (2).

Теорема 2. Множество 𝒮(𝑓) непусто для любой непрерывно диф-
ференцируемой функции 𝑓 : R𝑛 × R𝑛 → R. Если для некоторой непре-
рывно дифференцируемой функции 𝑓 : R𝑛 × R𝑛 → R множество 𝒮(𝑓)
состоит из единственной точки (𝑥̄, 𝑦) ∈ 𝑋 × 𝑌, то для любого 𝜀 > 0
существует 𝛿 > 0 такое, что выполняется следующее. Для любой
непрерывно дифференцируемой функции 𝑔 : R𝑛×R𝑛 → R, для которой

max
(𝑥,𝑦)∈𝑋×𝑌

|𝑓(𝑥, 𝑦)− 𝑔(𝑥, 𝑦)| < 𝛿,

имеет место соотношение

𝒮(𝑔) ∩𝐵((𝑥̄, 𝑦), 𝜀) ̸= ∅.

Здесь 𝐵((𝑥̄, 𝑦), 𝜀) — это открытая 𝜀-окрестность точки (𝑥̄, 𝑦) в про-
странстве R𝑛 × R𝑛.

3. Заключение
Необходимые условия типа (2) могут использоваться наряду с с

условиями типа (1) для исследования седловых точек гладких функ-
ций. Так, например, если множество точек, удовлетворяющих (1), не
пересекается с множеством точек, удовлетворяющих (2), то седловые
точки у функции отсутствуют.

Работа выполнена при финансовой поддержке гранта РНФ (Проект № 25-21-
00525), https://rscf.ru/project/25-21-00525/.
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In this paper, we formulate new necessary conditions for a saddle point.
A comparison of the proposed necessary conditions with the known ones
is provided. An assertion on the stability of points satisfying the necessary
conditions is formulated.
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Модификация закона линейного тангенса для учета нижнего
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А. В. Арцибасов, С. А. Решмин
ИПМех им. А. Ю. Ишлинского РАН, Москва, Россия

artsibasov@ipmnet.ru, reshmin@ipmnet.ru

Настоящая работа посвящена задаче траекторной оптимизации
движения динамического объекта, в начальный момент времени
отдаляющегося от целевой прямолинейной траектории. Для учета
нижнего фазового ограничения на положение объекта предложена
модификация закона линейного тангенса.

Ключевые слова: оптимальное управление, модификация закона
линейного тангенса

1. Введение
Рассматривается динамический объект, совершающий плоское дви-

жение и имеющий постоянную по модулю тягу. Управляющей величи-
ной является угол наклона тяги объекта. Целью управления является
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выведение объекта на заданную прямолинейную траекторию и мак-
симизация продольной скорости объекта в конечный момент времени.
На положение объекта также наложены фазовые ограничения. Для
решения задачи используется закон линейного тангенса, возникший
во многих работах, в частности в [1] и [2], и являющийся оптималь-
ным решением задачи без фазовых ограничений. Специфика работы
состоит в предположении отдаления объекта от требуемой траектории
в начальный момент времени. Противоположное допущение о началь-
ном значении скорости рассмотрено в статье [3].

2. Постановка задачи

Уравнения движения объекта имеют вид

(1) 𝑥̇ = 𝑣𝑥, 𝑦̇ = 𝑣𝑦, 𝑣̇𝑥 = 𝑎 cos𝑢, 𝑣̇𝑦 = 𝑎 sin𝑢.

Здесь 𝑎 — модуль ускорения объекта, а 𝑦 — угол наклона тяги.
Заданы начальные условия на координаты и проекции скорости

(2) 𝑥(0) = 𝑥0, 𝑦(0) = 𝑦0, 𝑣𝑥(0) = 𝑣𝑥0, 𝑣𝑦(0) = 𝑣𝑦0 ⩽ 0.

Условие достижения желаемой траектории задается равенствами

(3) 𝑦(𝑇 ) = ℎ > 0, 𝑣𝑦(𝑇 ) = 0,

где 𝑇 — фиксированный конечный момент времени. На координату 𝑦
наложены фазовые ограничения

(4) 0 ⩽ 𝑦(𝑡) ⩽ ℎ.

Функционал качества управления имеет вид

(5) 𝐽 = −𝑣𝑥(𝑇 )→ min .

3. Границы применимости закона линейного тангенса

Идея решения задачи состоит в использовании закона линейного
тангенса, имеющего следующий вид:

(6) 𝑢(𝑡) = arctg (−𝐶𝑡+ tg 𝑢0) , 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ].

Константы 𝐶 и 𝑢0 в (6) определяются из терминальных условий (3).
Было выявлено (см. [2]), что при 𝑣𝑦0 = 0 управление (6) не нару-

шает условия (4). При 𝑣𝑦0 < 0 линейный тангенс (6) решает задачу
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только при небольших значениях 𝑇 : для каждого 𝑦0 и 𝑣𝑦0 определено
свое критическое время 𝑇*, при превышении которого нижнее ограни-
чение в (4) нарушается. Величина 𝑇* определяется из уравнения

(7) 𝑧 +
𝑧2 − 1

2
𝐺0[𝜌(𝑧)] = 𝛼,

где введены функции

𝐺0[𝑠] =
1

𝑠
− 1− 𝑠2

2𝑠2
ln

[︂
1 + 𝑠

1− 𝑠

]︂
,

𝜌(𝑧) =
1−

√︁
(𝐺0[1/𝑧] + 𝜇)2 − 𝜇2 + 1

2𝜇+𝐺0[1/𝑧]

и безразмерные параметры

𝑧 =
𝑎𝑇*
𝑣𝑦0

, 𝜇 =
2𝑎𝑦0

𝑣2𝑦0
, 𝛼 =

2𝑎(ℎ− 𝑦0)
𝑣2𝑦0

.

4. Модификация закона линейного тангенса
Если определяемое из уравнения (7) значение 𝑇* ⩾ 𝑇 , то управ-

ление (6) дает решение задачи (1)–(5). Если 𝑇* < 𝑇 , то предлагается
использовать линейный тангенс (с константами 𝐶1 и 𝑢01) для дости-
жения границы 𝑦 = 0 в некоторый момент времени 𝑡1 ∈ (0, 𝑇 ), а затем
использовать этот же закон управления, но с другими константами 𝐶2

и 𝑢02, для достижения терминальных условий (3). Отметим, что второй
этап движения соблюдает условия (4), поскольку стартует с нулевой
поперечной скоростью. Идеей для создания модификации послужила
общая теория оптимального управления при наличии фазовых огра-
ничений [4].

Момент 𝑡1 подбирается из условия непрерывности получаемого
управления, что приводит к следующему уравнению для 𝑡1:

(8)
𝜁𝐺−1

0

[︂
2(𝜁 + 𝜇)

𝜁2 − 1

]︂
− 1

𝜁 −𝐺−1
0

[︂
2(𝜁 + 𝜇)

𝜁2 − 1

]︂ = 𝐺−1
0

[︂
2(𝛼+ 𝜇)

(𝜁 − 𝜎)2
]︂
,

где введены параметры

𝜁 =
𝑎𝑡1
𝑣𝑦0

, 𝜎 =
𝑎𝑇

𝑣𝑦0
.
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Функцию 𝐺−1
0 (·) предлагается приближать с помощью метода обрат-

ной интерполяции. Было доказано существование и единственность ре-
шений уравнений (7) и (8). Численные расчеты показали, что выбор 𝑡1
из условия непрерывности дает наименьшее значение функционала 𝐽 .

5. Заключение

Решена задача траекторной оптимизации движения динамического
объекта. Получена модификация закона линейного тангенса для учета
не только верхнего ограничения на положение объекта, но и нижнего.

Работа выполнена при финансовой поддержке гранта Российского научного
фонда (Проект № 23-11-00128), https://rscf.ru/project/23-11-00128/.
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Modification of the Linear Tangent Law to Account for the
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This paper addresses the problem of optimizing the motion trajectory
of a dynamic object that, at the initial time, is moving away from the
target straight-line path. To account for the lower phase constraint on the
object’s position, a modified linear tangent law is proposed.
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Об устойчивости нижнего равновесия тяжелого двойного
маятника, нагруженного следящей силой
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Рассматривается двойной маятник, состоящий из двух однородных
стержней, находящийся в однородном постоянном поле тяжести.
Маятник может двигаться в фиксированной вертикальной плос-
кости. На его свободный конец действует постоянная по модулю
следящая сила. Исследуется устойчивость нижнего равновесия ма-
ятника. Построена область устойчивости в линейном приближении.
Получена нормальная форма уравнений движения маятника. По-
лучены достаточные условия устойчивости по Ляпунову нижнего
равновесия и построены соответствующие области в пространстве
параметров.

Ключевые слова: двойной маятник, следящая сила, устойчивость
в линейном приближении, устойчивость по Ляпунову, обратимые
системы, нормальная форма, КАМ-теория

1. Введение

Движение механических систем, стесненных голономными связями,
может быть задано уравнениями Лагранжа второго рода. После введе-
ния обобщенных импульсов 𝑝𝑖 = 𝜕𝑇

𝜕𝑞𝑖
, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, уравнения движения

примут явный вид

(1) 𝑝̇𝑖 = −
1

2
p⊤ 𝜕𝑀

−1

𝜕𝑞𝑖
p+𝑄𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, q̇ =𝑀−1p.

Здесь q = (𝑞1, . . . , 𝑞𝑛)
⊤ — обобщенные координаты, 𝑛 — число степе-

ней свободы, 𝑇 = 1
2 q̇

⊤𝑀(q)q̇⊤ — кинетическая энергия, 𝑀 = 𝑀(q) —
положительно определенная кинетическая матрица, 𝑄𝑖 — обобщенные
силы. Если обобщенные силы 𝑄𝑖 зависят только от обобщенных коор-
динат, то система (1) обратима относительно стандартной инволюции
p,q ↦→ −p,q.

Самый известный пример лагранжевой системы (1) с неконсерва-
тивными позиционными силами — двухзвенная стержневая система,
нагруженная следящей силой [1]. Она связана с открытием парадокса
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дестабилизации, когда устойчивое в линейном приближении равнове-
сие становится неустойчивым при добавлении в систему малых сил
трения. Абстрактные обратимые системы исследовались в [2]. Обрати-
мые системы в механике, частным случаем которых служит система
(1), изучались в [3].

Будем предполагать, что система (1) имеет изолированное равно-
весие p = 0, q = 0, устойчивое в линейном приближении, и уравнение
частот малых колебаний имеет 𝑛 положительных корней. При 𝑛 = 2
одно достаточное условие устойчивости по Ляпунову равновесия p = 0,
q = 0, обобщающее классическую теорему Арнольда–Мозера для га-
мильтоновых систем, основанное на КАМ-теории обратимых систем,
доказано в [4]. Некоторые условия устойчивости и неустойчивости по
Ляпунову тривиального равновесия линейных неконсервативных си-
стем были получены в [5]. В работе мы планируем применить эти тео-
ремы для конкретной механической системы вида (1).

2. Основной результат

Двойной маятник состоит из двух однородных стержней 𝑂𝐴 и 𝐴𝐵
с массами 𝑚1, 𝑚2 и длинами 𝑙1, 𝑙2 соответственно. Стержни находятся
в однородном постоянном поле тяжести с ускорением g. На свободный
конец 𝐵 стержня 𝐴𝐵 действует постоянная по модулю следящая сила
F, образующая с AB угол 𝛼 = 𝜋 или угол 𝛼 = 0 все время движения.
Маятник может двигаться в фиксированной вертикальной плоскости.

Уравнения движения приведены к безразмерному виду. За едини-
цу измерения времени принята велична 𝑇* =

√︁
𝑙1+𝑙2
𝑔 ; введены пара-

метры маятника 𝜎 = 𝑙2
𝑙1+𝑙2

, 𝜇 = 𝑚2

𝑚1+𝑚2
и параметр следящей силы

𝑓 = ± 𝐹
(𝑚1+𝑚2)𝑔

, где знак «+» относится к первому случаю (𝛼 = 𝜋),
знак «−» — ко второму (𝛼 = 0). За обобщенные координаты приняты
углы 𝜙1 и 𝜙2, которые OA и AB образуют с нисходящей вертикалью.

Отметим два особых значения параметра следящей силы: 𝑓 = 𝑓*
и 𝑓 = −𝑓*, где 𝑓* = 1+𝜇

2 . Если 𝑓 = 𝑓*, то система имеет бесконечное
множество положений равновесия с произвольным 𝜙1 и 𝜙2 = 0. При
𝑓 = −𝑓* положениями равновесия являются все пары (𝜙1, 𝜋)

⊤ с про-
извольным 𝜙1. При 𝑓 ̸= 𝑓* и 𝑓 ̸= −𝑓* система имеет только четыре
положения равновесия на конфигурационном торе.

Исследуется устойчивость нижнего равновесия двойного маятника
𝜙1 = 0, 𝜙2 = 0. Несложный анализ показывает, что устойчивость в
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линейном приближении имеет место, когда 𝑓 < 𝑓 (1), где

𝑓 (1) =
4𝜎2 − (5 + 4𝜇)𝜎 + 3 + 6𝜇−

√︁
3𝜎(1− 𝜎)2(4− 𝜇)(1 + 𝜎 − 𝜇)

(3− 𝜎)2
.

Поверхность 𝑓 = 𝑓 (1) в пространстве параметров соответствует резо-
нансу 1 : 1 частот малых колебаний. При 𝑓 > 𝑓 (1) нижнее равновесие
маятника неустойчиво.

Для строгого нелинейного анализа устойчивости уравнения движе-
ния нормализованы с помощью некоторой линейной замены и мето-
да Хори–Кэмила. Нормальные формы получены как в нерезонансном
случае, так и при резонансах малых порядков. На основании теоремы
из [4] и явного выражения коэффициентов нерезонансной нормальной
формы через параметры задачи получены области в пространстве па-
раметров, в которых нижнее равновесие двойного маятника устойчиво
по Ляпунову.

Список литературы
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A double pendulum in a constant uniform gravity field is considered.
It consists of two homogeneous rods and is constrained to move in a fixed
vertical plane. A follower force of constant magnitude acts upon its free
end. The stability of the lower equilibrium is investigated. The linear
approximation stability domain is constructed. The normal form of the
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equations of motion is obtained. Sufficient conditions for Lyapunov stability
of the lower equilibrium are obtained and the corresponding domains in the
parameter space are constructed.
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Параллельная структура агрегирования консервативных
систем с колебаниями

И. Н. Барабанов, В. Н. Тхай
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Рассматривается множество Ξ консервативных систем, каждая из
которых допускает одночастотное колебание. Решается задача кон-
струирования на базе Ξ связанной системы, обладающей стабили-
зированным колебанием: одночастотным или многочастотным. В
параллельной структуре агрегирования системы являются равно-
правными, связи двусторонними. Применяется управление с отсле-
живанием потенциальной энергии в цепи обратной связи.

Ключевые слова: консервативная система, колебание, агрегирова-
ние, стабилизация

1. Введение

Агрегирование заключается в конструировании связанной системы
с желаемым динамическим свойством на базе данного множества Ξ
систем. При агрегировании одновременно решаются две взаимосвязан-
ные задачи: конструирование и управление.

Задача стабилизации связанной системы, созданной на базе множе-
ства Ξ консервативных систем с одной степенью свободы с колебания-
ми, решалась в [1]. При этом задача конструирования и стабилизации
колебания связанной системы решалась единым управлением; агреги-
ровалась система с одночастотным колебанием. Применялось управле-
ние, которое подходит как для одной подсистемы, так и любого числа
подсистем. В связанной системе все подсистемы оставались равноправ-
ными: получается параллельная структура. В ней применяются двух-
сторонние связи, а агрегирование проводится автономным управлени-
ем с малым коэффициентом усиления регулятора. В [1] использовалось
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управление типа Ван дер Поля.
Задача агрегирования параллельной структуры актуальна для со-

временных приложений.
2. Основной результат

Рассматривается множество Ξ консервативных систем

(1)
𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝐿𝑠

𝜕𝑞𝑗
− 𝜕𝐿𝑠

𝜕𝑞𝑗
= 0, 𝑠 = 1, . . . , 𝑛, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛𝑠,

каждая из которых допускает в равновесии локальное ляпуновское се-
мейство периодических движений: выполняется теорема Ляпунова о
центре [2]. Это семейство продолжается на глобальное семейство пе-
риодических движений [6]. Ставится задача агрегирования множества
систем (1) в связанную систему, обладающую изолированным стаби-
лизированным колебанием.

Колебание связанной системы может быть одночастотным: изоли-
рованное колебание будет циклом, а множество Ξ необходимо допус-
кает, как одно целое, периодическое движение. Случай изучен в [1]
без акцента на сдвиги в колебаниях в подсистемах. Однако результат
остается справедливым и при учете сдвигов фаз.

Изолированное колебание связанной системы может иметь 𝑘 ча-
стот: 𝑘 ⩾ 1. В таком случае можно ограничиться изучением в (1) толь-
ко 𝑘 систем. В конечном счете, самой общей задачей становится аг-
регирование системы с 𝑛-частотными колебаниями на множестве Ξ с
несоизмеримыми частотами.

Доказана теорема, охватывающая все возможные случаи.
Теорема 1. Задача агрегирования множества Ξ консервативных

систем (1), допускающих колебания, решается в адаптивной схеме
стабилизации

(2)
𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝐿𝑠

𝜕𝑞𝑗
− 𝜕𝐿𝑠

𝜕𝑞𝑗
= 𝜀[1−𝐾Π(𝑞)]

𝜕𝑇 𝑠

𝜕𝑞𝑗
, 𝑠 = 1, . . . , 𝑛, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛𝑠,

в которой Π(𝑥) — потенциальная энергия множества Ξ как одного
целого, 𝑇 𝑠 — кинетическая энергия 𝑠-й системы, число 𝐾 выбирает-
ся в зависимости от значения полной энергии ℎ = ℎ* множества Ξ
для стабилизируемого колебания агрегируемой системы, 𝜀 — малый
коэффициент усиления регулятора. В системе (2) стабилизируют-
ся все 𝑘-частотные колебания: 𝑘 ⩾ 1; траектории притягиваются в
большом по ℎ и в малом в окрестности стабилизируемого колебания.
Агрегирование проводится с учетом фаз колебаний в системах.
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Замечания. 1∘. Стабилизируются как одночастотные, так и много-
частотные колебания агрегированной системы. При этом по времени
стабилизируется только одно колебание. 2∘. В правой части равенства
(2) стоит управление, предложенное в случае одной системы в [4]. Здесь
в цепи обратной связи отслеживается текущая потенциальная энергия.
3∘. Применяемое управление является универсальным. 4∘. В системе
орбитальной стабилизации системы спутников стабилизация происхо-
дит за счет просто движения в гравитационном поле Земли, а потен-
циальная энергия дается расстоянием от земной поверхности.

3. Заключение
Многочастотный режим колебаний системы со сдвигами фаз в коле-

баниях подсистем является самым общим при агрегировании множе-
ства Ξ консервативных систем, допускающих каждая одночастотное
колебание. Применением управления, в котором отслеживается потен-
циальная энергия в цепи обратной связи, учитывается природа консер-
вативной системы. Агрегирование в данной постановке задачи охваты-
вает наибольший круг приложений.
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A set Ξ of conservative systems with single-frequency oscillations is
considered. The problem of constructing a coupled system based on Ξ
with stabilized oscillations, either single- or multi-frequency, is solved. In
a parallel structure, the systems are equal, and the couplings are two-way.
Potential energy tracking control is used in the feedback loop.
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Рассматривается задача оценки развития локальной энергосисте-
мы, включающей возобновляемые источники энергии. Использует-
ся агрегированный подход, основанный на применении двухсектор-
ной имитационной модели В. М. Глушкова. Предложена замкнутая
математическая модель, операторы Вольтерра в которой имеют пе-
ременные пределы интегрирования.

Ключевые слова: развивающаяся динамическая система, инте-
гральные уравнения Вольтерра, электроэнергетика

1. Введение

Как хорошо известно, энергетическая отрасль является одной из
ведущих отраслей экономики любой страны. Согласно [1], по состоя-
нию на 2023 год в Российской Федерации 54% установленных мощно-
стей превысили пределы нормативного срока службы. В связи с этим
несомненна актуальность оценки состояния и модернизации энергети-
ческой инфраструктуры.

В работе рассматривается задача обновления оборудования локаль-
ной электроэнергетической системы (ЭЭС) за счет использования воз-
обновляемых источников солнечной и ветровой энергетики. В мето-
дическом плане обеспечение энергоснабжения является комплексной
проблемой, так как требует исследования технических аспектов экс-
плуатации оборудования, изучения технико-экономической эффектив-
ности стратегий технического перевооружения оборудования, а также
учет экологических характеристик функционирования ЭЭС.
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2. О специфике задачи
В силу сложности задачи оправдано привлечение агрегированного

подхода, основанного на теории обобщенных динамических систем [2].
Математические концепции, разработанные В. М. Глушковым, направ-
лены на создание универсальных автоматизированных систем управ-
ления и систем поддержки принятия решений. Особенность данных на-
учных подходов состоит в привлечении макроэкономических моделей
для описания развивающихся динамических процессов. Для поддержа-
ния баланса между генерацией электроэнергии и ее потреблением до-
полнительно включена подзадача оценки состояния аккумуляторных
батарей [3].

Сформированная авторами математическая модель включает урав-
нения Вольтерра I и II рода, основная особенность которых — пере-
менные нижние и верхние пределы интегрирования [4], что позволяет
учесть динамику изменения возрастной структуры оборудования.

Работа выполнена в рамках государственного задания Министерства науки и
высшего образования Российской Федерации (проекты FWEU-2026-0013, FWEU-
2026-0015).
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The problem of assessing the development of a local energy system that
includes renewable energy sources is considered. An aggregated approach
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is employed, based on a two-sector simulation model proposed by V. M.
Glushkov. A closed mathematical model is proposed in which the Volterra
operators have variable integration limits.

УДК 517.977

Задача управления лазерным воздействием на двухслойный
биоматериал с промежуточными условиями
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Институт механики НАН Армении, ЕГУ, Ереван, Армения
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Рассматривается двухслойный биологический объект, состоящий из
двух неоднородных по своим теплофизическим характеристикам
слоев, подвергаемый действию на него лазерного излучения. Раз-
работан конструктивный подход построения функции управления
теплового воздействия лазерного луча на биоматериал, под воздей-
ствием которого распределение температурного состояния из на-
чального состояния на заданном промежутке времени переходит в
конечное состояние, обеспечивая выполнение нелокальных условий.

Ключевые слова: двухслойный биологический материал, лазерное
воздействие, температурное состояние, граничное управление, про-
межуточные условия, метод разделения переменных

1. Введение

Биологический материал, находящийся под воздействием лазерного
излучения, является системой с распределенными параметрами [1–4].
Для обработки биологических материалов возникает необходимость
выработки способов воздействия и критериев для параметров лазер-
ных излучателей. В последние годы активно разрабатываются различ-
ные математические модели для решения разных задач выбора режи-
мов теплового воздействия лазерного луча на биологический объект.
При этом способы эффективных режимов воздействия лазерного из-
лучения на многослойную биологическую среду пока еще недостаточ-
но исследованы [3]. Поэтому необходимо проведение исследований по
поиску режимов лазерного воздействия для развития возможностей
лазерной обработки многослойной биологической среды.
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2. Об основных результатах
В соответствии с многослойной структурой биоматериала [1, 2] в

случае, когда временные и пространственные параметры функции рас-
пределения объемной плотности мощности тепловых нагрузок в био-
материале и коэффициенты теплопроводности постоянные, дифферен-
циальное уравнение сводится к уравнению теплопроводности:

(1)
𝜕𝑇 (𝑧, 𝑡)

𝜕𝑡
=

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝐾1

𝜌1𝑐1

𝜕2𝑇 (𝑧, 𝑡)

𝜕𝑧2
, 𝑧 ∈ [0, 𝑙1] ,

𝐾2

𝜌2𝑐2

𝜕2𝑇 (𝑧, 𝑡)

𝜕𝑧2
, 𝑧 ∈ [𝑙1, 𝑙1 + 𝑙2] ,

где 𝜌𝑗 — коэффициент плотности 𝑗-го слоя биоматериала, 𝑗 = 1, 2; 𝑐𝑗
— коэффициент теплоемкости; 𝑇 (𝑧, 𝑡) — температурное поле в биома-
териале; 𝑧 — глубина проникновения лазерного луча; 𝑡 — длительность
теплового воздействия; 𝐾𝑗 – коэффициент теплопроводности.

Пусть граничные условия, теплового воздействия следующие:

(2) 𝑇 (𝑧, 𝑡) |𝑧=0 = 𝑢 (𝑡) , 𝑇 (𝑧, 𝑡)
⃒⃒
𝑧=𝑙1+𝑙2

= 𝑃 (𝑡) ,

где 𝑢 (𝑡) — температура действия лазерного луча на левой границе
двухслойного биоматериала, которая изменяется по времени (управ-
ляющее воздействие); 𝑃 (𝑡) — температура действия лазерного луча
на правой границе биоматериала, которая считается известной.

Условия сопряжения между слоями следующие:

𝑇 (𝑧, 𝑡)|𝑧=𝑙1−0 = 𝑇 (𝑧, 𝑡)|𝑧=𝑙1+0 ,𝐾1

𝜕𝑇 (𝑧, 𝑡)

𝜕𝑧

⃒⃒⃒⃒
𝑧=𝑙1−0

= 𝐾2

𝜕𝑇 (𝑧, 𝑡)

𝜕𝑧

⃒⃒⃒⃒
𝑧=𝑙1+0

.

Предполагается, что заданы начальное условие

(3) 𝑇 (𝑧, 𝑡)
⃒⃒
𝑡=𝑡0

= 𝜙1 (𝑧) = 𝜙0 (𝑧)

и конечное условие

(4) 𝑇 (𝑧, 𝑡)
⃒⃒
𝑡=𝑇0

= 𝜙2 (𝑧) = 𝜙𝑇 (𝑧) .

Чтобы избежать появления нежелательных тепловых состояний в био-
материале, необходимо контролировать интенсивность лазерного воз-
действия, например, это можно обеспечить, налагая на температурное
поле в биоматериале некоторые ограничения типа нелокальных усло-
вий. Пусть заданы моменты времени 𝑡𝑘 (0 ⩽ 𝑡0 < 𝑡1 < ... < 𝑡𝑚 ⩽ 𝑇0)
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и на значения функции температуры наложены нелокальные многото-
чечные промежуточные условия в виде

(5)
𝑚∑︁
𝑘=1

𝑓𝑘𝑇 (𝑧, 𝑡𝑘) = 𝛼(𝑧), 𝑧 ∈ [0, 𝑙1 + 𝑙2] ,

где 𝑓𝑘 — заданные величины, 𝛼(𝑧) — известная функция. Функция
𝛼(𝑧) характеризует суммарное допустимое температурное состояние
для моментов времени 𝑡𝑘, 𝑘 = 1, ...,𝑚. Предположим, что известны
значения 𝑇 (0, 𝑡𝑘), т.е. 𝑇 (0, 𝑡𝑘) = 𝜙𝑘.

Управление процессом теплового воздействия лазерного луча на
биоматериал осуществляется следующим образом: изменяя на левой
границе двухслойного биоматериала (при 𝑧 = 0) интенсивность лазер-
ного луча влияем тем самым на тепловое состояние в биоматериале.

Полагаем, что допустимое управление 𝑢 (𝑡) ∈ 𝐿2 [𝑡0, 𝑇0], 𝑇 (𝑧, 𝑡) ∈
𝐿2(Ω), где Ω = {(𝑧, 𝑡) : 𝑧 ∈ [0, 𝑙1 + 𝑙2] , 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑇0]}, а 𝜙1 (𝑧), 𝜙2 (𝑧) и
𝛼(𝑧) принадлежат 𝐿2(0, 𝑙1 + 𝑙2), кроме того, все функции такие, что
выполняются условия согласования.

Требуется найти такой закон управления 𝑢 (𝑡), 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑇0], (2) теп-
лового воздействия лазерного луча на двухслойный биоматериал, под
воздействием которого распределение температурного состояния (1),
из начального состояния (3) на промежутке времени [𝑡0, 𝑇0] переходит
в конечное состояние (4), обеспечивая удовлетворение условий (5).

Для решения задачи переходим к новой переменной [4]. Решение
исходной задачи сводится к задаче управления процессом теплового
воздействия лазерного луча на биоматериал, описываемым неоднород-
ным уравнением с однородными граничными условиями и заданны-
ми начальным, конечным и промежуточными условиями. Используя
метод разделения переменных [4, 5], получим, что искомые функции
управления для каждой моды должны удовлетворять некоторым ин-
тегральным соотношениям. Далее на основе методов теории управле-
ния конечномерными системами для произвольного числа первых мод
построены функции управления.
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Control Problem of Laser Exposure on a Two-Layer Biomaterial
with Intermediate Conditions

V. R. Barseghyan
Institute of Mechanics of the National Academy of Sciences of Armenia,

Yerevan State University, Yerevan, Armenia

A two-layer biological object consisting of two layers with non-homo-
geneous thermophysical characteristics, subjected to laser radiation, is
considered. A constructive approach has been developed for constructing
a control function for the thermal effect of a laser beam on a two-
layer biomaterial, under the influence of which the distribution of the
temperature state from a given initial state over a given time interval
transitions to a given final state, ensuring the fulfillment of nonlocal
conditions.
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Модель задачи граничного управления процессами
теплопереноса в трубопроводе системы теплоснабжения
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В работе рассмотрена задача граничного управления процессами
теплопереноса в единичном изолированном трубопроводе системы
теплоснабжения. Предполагается, что на одной из границ трубо-
провода задано желаемое распределение температуры. Предлага-
ется конструктивный подход к построению функции управления
температурным режимом, обеспечивающей формирование требуе-
мого температурного режима, с использованием метода разделения
переменных и методов теории управления конечномерными систе-
мами.

Ключевые слова: уравнение теплопроводности, граничное управле-
ние, теплоперенос, метод разделения переменных, трубопровод

1. Введение

Задачи управления тепловыми процессами в системах теплоснабже-
ния характеризуются высокой сложностью, обусловленной протяжен-
ностью объектов, наличием температурных запаздываний и простран-
ственной неоднородности температурных режимов. В связи с этим ак-
туальным является построение и анализ упрощенных модельных за-
дач, позволяющих исследовать фундаментальные свойства управляе-
мости и устойчивости тепловых процессов.

В настоящее время получен ряд результатов, связанных с гранич-
ным управлением процессом теплопереноса. Рассматриваются различ-
ные постановки, использующие, в том числе, волновую теорию тепло-
проводности для описания быстропротекающих процессов [1], теорию
нагруженных параболических уравнений [2], теорию дифференциаль-
ных игр при наличии неопределенности [3], а также теорию распре-
деленного и централизованного (граничного) управления для форми-
рования требуемого температурного состояния в заданном временном
интервале [4, 5]. Настоящая работа посвящена постановке и анализу
задачи граничного управления теплопереносом в отдельном элементе
системы теплоснабжения — трубопроводе, которая обеспечивает фор-
мирование на одной из границ желаемого температурного режима.
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2. Об основных результатах

Часто возникают задачи управления тепловыми процессами, в ко-
торых нужно сгенерировать желаемое температурное состояние. В ста-
тье предполагается, что температура в каждом поперечном сечении
одинаковая, а теплообмен с окружающей средой отсутствует. В этих
условиях для описания динамики процесса теплопереноса в трубе мо-
жет использоваться одномерное уравнение теплопроводности [2–5]

(1)
𝜕𝑍(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
= 𝑎2

𝜕2𝑍(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2
, 𝑎2 =

𝐾

𝑐𝜌
, 𝑥 ∈ [0, 𝑙], 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑇 ],

где 𝜌 – коэффициент плотности, 𝑐 – коэффициент теплоемкости, 𝐾
— коэффициент теплопроводности, 𝑍(𝑥, 𝑡) — температурное поле, 𝑥 —
координата по длине трубопровода, 𝑡 — координата по времени. Пред-
положим, что граничные условия процесса (1) следующие:

(2) 𝑍(𝑥, 𝑡) |𝑥=0 = 𝑢(𝑡), 𝑍(𝑥, 𝑡) |𝑥=𝑙 = 𝑃 (𝑡),

где 𝑢(𝑡) — температура на левой границе, где находится источник теп-
ла и которая поддается изменению по времени (управляющее воздей-
ствие), а 𝑃 (𝑡) — температура на правой границе (в конце) трубопрово-
да, которая считается известной (желаемой), в частности, 𝑃 (𝑡) = const.
Предполагается также, что для функции температурного состояния
𝑍(𝑡, 𝑥) заданы начальное (при 𝑡 = 𝑡0) условие

(3) 𝑍(𝑥, 𝑡)
⃒⃒
𝑡=𝑡0

= 𝜙0(𝑥)

и конечное (при 𝑡 = 𝑇 ) условие

(4) 𝑍(𝑥, 𝑡) |𝑡=𝑇 = 𝜙𝑇 (𝑥).

Требуется найти такой закон управления 𝑢(𝑡), 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑇 ], (2), т.е.
режим теплового процесса, под воздействием которого распределе-
ние температурного состояния (1) в момент времени 𝑡 = 𝑡0, начи-
ная из начального состояния (3), на заданном промежутке времени
[𝑡0, 𝑇 ] переходит в заданное конечное состояние (4), обеспечивая жела-
емое температурное состояние в конце трубы, т.е. выполнение условия
𝑍(𝑡, 𝑥) |𝑥=𝑙 = 𝑃 (𝑡).

Предлагается конструктивный подход построения функции управ-
ления температурным режимом на границе трубопровода, под воздей-
ствием которого распределение температурного состояния в трубе пе-
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реходит в заданное конечное состояние из известного начального состо-
яния на ограниченном интервале времени. Схема построения гранич-
ного управления заключается в следующем: исходная задача с неод-
нородными граничными условиями сводится к математической задаче
управления распределенными воздействиями с нулевыми граничными
условиями. Далее с помощью метода разделения переменных и ме-
тодов теории управления конечномерными системами для произволь-
ного числа первых 𝑛 мод построено граничное управление, которое
представляется в явном аналитическом виде. Также сформулировано
необходимое и достаточное условие полной управляемости для гранич-
ного управления температурным состоянием трубопровода при любых
начальных и конечных условиях. Полученные результаты иллюстри-
руются на конкретном примере.

3. Заключение

Полученные результаты могут быть использованы при проектиро-
вании граничного управления температурными режимами теплопере-
дачи в физических и технологических системах. Предложенная в ста-
тье постановка задачи и подходы исследования могут служить осно-
вой для перехода к сложным и практически ориентированным задачам
управления температурными режимами в системах теплоснабжения.

Исследование Солодуши С.В. и Гребневой О.А. выполнено в рамках государ-
ственного задания Министерства науки и высшего образования Российской Феде-
рации (проекты FWEU-2026-0013, FWEU-2026-0015).
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Model of the Boundary Control Problem for Heat Transfer
Processes in a Pipeline of Heat Supply System
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This article studies the problem of boundary control of heat transfer
processes in a single insulated pipeline of a heat supply system. It is
assumed that a desired temperature distribution is specified at one of the
pipeline’s boundaries. Using the variables separation method and methods
of finite-dimensional systems control theory, a constructive approach to
constructing a temperature control function that ensures the required
temperature state is achieved is proposed.

УДК 531.396

Оценка точности приближенных непрерывных моделей силы
трения

М. В. Беличенко, Н. А. Петров
МАИ (НИУ), Москва, Россия

tuzemec1@rambler.ru, cz.misha@bk.ru

В работе исследуется корректность и точность приближенных
непрерывных моделей силы трения. На примере движения вибраци-
онного робота с подвижной внутренней массой, движущейся вдоль
наклонной прямой, проведена оценка точности трех моделей силы
трения.

Ключевые слова: вибрационный робот, модель силы трения, чис-
ленное моделирование

1. Введение

Исследованию движения вибрационных роботов посвящено множе-
ство работ. В них в большей степени рассматриваются задачи каче-
ственного исследования поведения механических систем с подвижны-
ми внутренними массами по одномерной [1, 1, 3] или двумерной плос-
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кости [4], а также задачи оптимального управления движением внут-
ренних масс для обеспечения более эффективного движения корпу-
са [5]. Однако, вопросы практического применения подобных роботов
требуют исследования сложных систем с большим количеством пара-
метров. Исследование системы с множеством точек контакта является
сложной задачей, что вместе с большим количеством параметров си-
стемы требует численного моделирования. Для упрощения такого мо-
делирования требуется упростить модель силы трения Кулона, в кото-
рой имеется разрыв и режим залипания, приводящий к уменьшению
числа степеней свободы. В данной работе будет рассмотрен вопрос о
точности и корректности использования непрерывных моделей силы
трения.

2. Основной результат

Сила трения Кулона 𝐹 описывается системой уравнений

(1)

⎧⎪⎨⎪⎩
𝐹 = −𝑓𝑁sign𝑥̇, 𝑥̇ ̸= 0,

𝐹 = −𝐹𝑣sign𝑥̇, 𝑥̇ = 0, 𝐹𝑣 < 𝑓𝑁,

𝐹 = −𝑓𝑁sign𝑥̇, 𝑥̇ = 0, 𝐹𝑣 ⩾ 𝑓𝑁.

Здесь 𝑓 — коэффициент трения, 𝑁 — нормальная реакция между вза-
имодействующими телами, 𝑥̇ — относительная скорость тел в точке
контакта, 𝐹𝑣 — возмущающая сила. Такая модель силы трения при
𝑥̇ = 0, 𝐹𝑣 < 𝑓𝑁 уменьшает количество степеней свободы системы,
что требует дополнительного исследования и введения альтернатив-
ных уравнений движения механической системы.

Во избежание таких сложностей при численном моделировании
сложных систем с большим количеством точек контакта предлагается
использовать непрерывную по 𝑥̇ модель силы трения 𝐹 (𝑥̇). Предпола-
гается, что

𝐹 = −𝑓𝑁𝑔(𝑥̇),
где функция 𝑔(𝑥̇) непрерывна по 𝑥̇. При значительных значениях 𝑥̇
она принимает значения sign𝑥̇ (или стремится к ним). В данной работе
рассмотрены три вида функции 𝑔(𝑥̇) (рис. 1)

𝑔1 =
2

𝜋
arctan

(︂
15𝜋

16𝑎
𝑥̇

)︂
, 𝑔2 =

⎧⎪⎨⎪⎩
15

8𝑎
𝑥̇, |𝑥̇| < 8𝑎

15
,

sign𝑥̇, |𝑥̇| ⩾ 8𝑎

15
.
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𝑔3 =

⎧⎨⎩
15

8𝑎
𝑥̇− 10

8𝑎3
𝑥̇3 +

3

8𝑎5
𝑥̇5, |𝑥̇| < 𝑎,

sign𝑥̇, |𝑥̇| ⩾ 𝑎.

Рис. 1: Графики непрерывных моделей силы трения

Здесь 𝑎 — малое значение скорости 𝑥̇, которое может быть подобра-
но для обеспечения требуемой точности моделирования.

Модель трения 𝑔1 проста в описании и непрерывна, но никогда не
достигает значений sign𝑥̇, асимптотически приближаясь к ним. Мо-
дель 𝑔2 линейна, что приводит к двум точкам излома, что может при-
вести к проблемам при численном интегрировании уравнений движе-
ния. Модель 𝑔3 представлена полиномом пятой степени, что приводит
к устранению излома и «мягкого удара». Коэффициенты данных моде-
лей подобраны, чтобы обеспечить одинаковое максимальное значение
производной при 𝑥̇ = 0.

Точность работы указанных непрерывных моделей силы трения бы-
ла проверена на исследованной ранее задаче о движении вибрационно-
го робота с внутренней массой, двигающейся относительно корпуса по
наклонной прямой.

Исследование выполнено при поддержке Российского научного фонда (Проект
№ 24-1100162), https://rscf.ru/project/24-1100162/.
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We consider the correctness and accuracy of approximate continuous
models of the friction force. Using the example of the motion of a vibrating
robot with a internal mass moving along an inclined straight line, the
accuracy of three models of friction force is estimated.
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Достаточное условие оптимальности в задаче наискорейшего
разгона/остановки несинхронных осцилляторов

Л. М. Берлин
ИПУ РАН, Москва, Россия
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Рассматривается задача оптимального разгона и остановки систе-
мы, состоящей из произвольного числа несинхронных осциллято-
ров с общим скалярным ограниченным управлением, по критерию
быстродействия. Помимо условий принципа максимума ранее полу-
чены условия невырожденности оптимального управления, обеспе-
чивающие решение для произвольного заданного числа неизвест-
ных моментов переключения. Доказано, что полученные соотно-
шения являются достаточными условиями оптимальности в случае
разгона и остановки.

Ключевые слова: оптимальное управление, задача быстродействия,
принцип максимума Понтрягина, несинхронные осцилляторы

1. Введение
Задачи оптимального управления многочастотными колебательны-

ми системами по критерию быстродействия сформулированы в моно-
графии Ф.Л. Черноусько [1]. Фундаментальным источником по тео-
рии оптимального управления является монография Л.С. Понтрягина,
В.Г. Болтянского, Р.В. Гамкрелидзе, Е.Ф. Мищенко [2]. В ней изложе-
ны необходимые условия оптимальности и результаты о существова-
нии и единственности решений для линейных оптимальных быстро-
действий, на которые, в частности, опирается настоящий доклад. Дан-
ная работа посвящена исследованию полученных в [3] дополнительных
условий невырожденности.

2. Основной результат
Динамика управляемой системы осцилляторов с различными ча-

стотами 𝜔𝑗 , 𝑗 = 1, ..., 𝑁, описывается следующей системой с ограниче-
нием:

(1)

{︃
𝑞𝑖(𝑡) = 𝑝𝑖(𝑡),

𝑝𝑖(𝑡) = −𝜔2
𝑖 𝑞𝑖(𝑡) + 𝑢(𝑡),

𝑖 = 1, . . . , 𝑁.

(2) 𝑢(𝑡) ∈ [−𝜀, 𝜀] = U, 𝑢 ∈ ℒ∞(0, 𝑇 0).
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Требуется перевести систему (1) с управлением (2) и вектором x(𝑡) =

(𝑞1(𝑡), 𝑝1(𝑡), . . . , 𝑞𝑁 (𝑡), 𝑝𝑁 (𝑡))T из x0 в x
𝑇

0 за минимальное время

(3) 𝑇 0[𝑢] =

𝑇
0∫︁

0

𝑑𝑡→ min
𝑢(·)∈U

.

Для системы (1)-(2) построено в [3] соответствие между решениями
задачи разгона x0 = (0, 0, . . . , 0, 0)T и остановки x

𝑇
0 = (0, 0, . . . , 0, 0)T.

Следствие 1. Траектории в задаче (1)-(2) перехода из точки x0 =
(𝑞*1 , 𝑝

*
1, . . . , 𝑞

*
𝑁 , 𝑝

*
𝑁 ) в начало координат x

𝑇
0 = 0 с управлением 𝑢(𝑡) за

время 𝑇 0 соответствует траектория, ведущая из начала координат
в точку x

𝑇
0 = (𝑞*1 ,−𝑝*1, . . . , 𝑞*𝑁 ,−𝑝*𝑁 ) с управлением 𝑢(𝑇 0 − 𝑡).

Для управлений в исследуемой задаче (1)-(3) верно замечание,
справедливость которого следует из раздела о линейных оптимальных
быстродействиях монографии [2].

Замечание 1. Оптимальное управление в линейной задаче быстро-
действия (1)-(3) единственно для любых начальных и конечных состо-
яний системы.

Также результат о единственности экстремального управления в
задаче остановки в указанной монографии был усилен:

Лемма 1. Экстремальное управление в задаче остановки и разго-
на (1)-(3) единственно.

Оптимальное управление, полученное из принципа максимума
Понтрягина, 𝑢*(𝑡) = 𝜀 sign

(︁∑︀𝑁
𝑖=1 𝐶

1
𝑖 cos𝜔𝑖𝑡+ 𝐶2

𝑖 sin𝜔𝑖𝑡
)︁

содержит

неизвестные постоянные коэффициенты 𝐶1
𝑖 , 𝐶

2
𝑖 , 𝑖 = 1, . . . , 𝑁 . Переклю-

чения управления происходят в моменты времени 𝑡𝑚, 𝑚 = 1, ...,𝐾 − 1,
и 𝜏𝑛 — длительность 𝑛-го интервала постоянства управления, 𝑛 =
1, ...,𝐾.

Теорема 1 (Необходимые условия экстремума). Всякое решение
задачи (1)-(3) в классе кусочно-непрерывных управлений удовлетво-
ряет системе уравнений динамики с учетом структуры закона оп-
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тимального управления и дополнительным 𝐾 − 2𝑁 уравнениям:

(4)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒
cos(𝜔1𝑡𝑠) cos(𝜔1𝑡𝑠+1) . . . cos(𝜔1𝑡𝑠+2𝑁−1)
sin(𝜔1𝑡𝑠) sin(𝜔1𝑡𝑠+1) . . . sin(𝜔1𝑡𝑠+2𝑁−1)

. . . . . .
. . . . . .

cos(𝜔𝑁 𝑡𝑠) cos(𝜔𝑁 𝑡𝑠+1) . . . cos(𝜔𝑁 𝑡𝑠+2𝑁−1)
sin(𝜔𝑁 𝑡𝑠) sin(𝜔𝑁 𝑡𝑠+1) . . . sin(𝜔𝑁 𝑡𝑠+2𝑁−1)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ =

= |Ω𝑠,Ω𝑠+1, . . . ,Ω𝑠+2𝑁−1| = 0, 𝑠 = 1, . . . ,𝐾 − 2𝑁.

Лемма 2. Справедливость (4) приводит к тому, что ранг всей
матрицы 𝑍 = (Ω1,Ω2, . . . ,Ω𝐾−1) не превосходит 2𝑁 − 1, в частно-
сти, определители всех возможных квадратных подматриц, состав-
ленных из ее столбцов, равны нулю.

3. Заключение
В данной работе была исследована задача быстродействия для си-

стемы, состоящей из произвольного числа несинхронных осциллято-
ров с общим скалярным и ограниченным управлением. Утверждение
леммы 2 означает, что помимо ранее полученных в [3] условий (4) тео-
ремы 1 других нет. Для случая разгона и остановки условия принципа
максимума Понтрягина и указанные условия являются достаточными
для решения задачи оптимального управления согласно замечанию 1
и лемме 1.
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The time-optimal control problem of acceleration and deceleration of a
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system consisting of an arbitrary number of nonsynchronous oscillators
with scalar bounded control is considered. In addition to maximum
principle conditions, nondegeneracy conditions for optimal control were
previously obtained, ensuring solvability for an arbitrarily prescribed
number of unknown switching instants. It is proved that the derived
relations constitute sufficient optimality conditions in acceleration and
deceleration cases.

УДК 519.7

Оптимальный обобщенный ℋ2-наблюдатель линейной
дескрипторной системы

Р. С. Бирюков, Е. С. Бубнова
ННГУ им. Н. И. Лобачевского, Н. Новгород, Россия
ruslan.biryukov@itmm.unn.ru, bubnova@itmm.unn.ru

Рассматривается задача построения оптимального обобщенного
ℋ2-наблюдателя для линейной непрерывной дескрипторной систе-
мы. Корректность предложенного подхода подтверждается вычис-
лительными экспериментами на примере системы, моделирующей
колебания высотного здания при сейсмических воздействиях. В
рамках эксперимента обсуждается вопрос о наилучшей оценке мак-
симальных деформаций этой механической системы.

Ключевые слова: дескрипторные системы, обобщенная ℋ2-норма

Рассмотрим непрерывную линейную дескрипторную систему, дина-
мика которой описывается уравнениями

(1) 𝐸𝑥̇ = 𝐴𝑥+𝐵𝑤, 𝑦 = 𝐹𝑥+𝐷𝑤, 𝑧 = 𝐶𝑥, 𝑥(𝑡0) = 𝑥0,

где 𝑥 ∈ R𝑛𝑥 — состояние объекта, 𝑦 ∈ R𝑛𝑦 — измеряемый выход, 𝑧 ∈
∈ R𝑛𝑧 — целевой выход, 𝑤(𝑡) ∈ 𝐿2([𝑡0, 𝑡𝑓 ], R

𝑛𝑣 ) — внешнее возмущение.
Будем полагать, что пара матриц (𝐸,𝐴) является регулярной, т. е.
существует такое 𝛼 ∈ C, что det(𝛼𝐸 − 𝐴) ̸= 0. В этом случае система
(1) может быть записана в канонической форме Вейерштрасса [2]:

𝐸 =𝑊

[︂
𝐼 0
0 𝑁

]︂
𝑇, 𝐴 =𝑊

[︂
𝐽 0
0 𝐼

]︂
𝑇, 𝐵 =𝑊

[︃ ̂︀𝐵1̂︀𝐵2

]︃
, 𝐶 =

[︁ ̂︀𝐶1
̂︀𝐶2

]︁
𝑇,
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здесь 𝐽 и 𝑁 — жордановы матрицы, при этом 𝑁 — нильпотентная
матрица индекса 𝜈. Определим левый 𝑃𝑙 = 𝑊 diag(𝐼, 0)𝑊−1 и пра-
вый 𝑃𝑟 = 𝑇−1 diag(𝐼, 0)𝑇 проекторы на подпространство матричного
пучка (𝜆𝐸 − 𝐴), соответствующее конечным собственным значениям.
Предположим, что система (1) является безымпульсной относительно
целевого выхода, т. е. ̂︀𝐶2𝑁

𝑘 ̂︀𝐵2 = 0, 𝑘 ⩾ 0, а матрица 𝐹 удовлетворяет
условию 𝐹 = 𝐹𝑃𝑟.

Построим наблюдатель полного порядка

(2) 𝐸 ̂̇︀𝑥 = 𝐴̂︀𝑥+ 𝐿(𝑡)
[︀
𝑦 − 𝐹 ̂︀𝑥]︀, ̂︀𝑧 = 𝐶̂︀𝑥, ̂︀𝑥(𝑡0) = ̂︀𝑥0,

где ̂︀𝑥 — оценка состояния 𝑥, ̂︀𝑧 — оценка целевого выхода 𝑧, а 𝐿(𝑡)
— подлежащая определению матрица параметров наблюдателя, такая
что 𝐿 = 𝑃𝑙𝐿. Обозначим ошибку оценивания через 𝜀(𝑡) = 𝑥(𝑡) − ̂︀𝑥(𝑡),
тогда вектор-функция 𝜀(𝑡) удовлетворяет уравнению:

(3) 𝐸𝜀̇ = 𝐴𝑐(𝑡)𝜀+𝐵𝑐(𝑡)𝑤, 𝜁 = 𝐶𝜀, 𝜀(𝑡0) = 𝜀0 = 𝑥0 − ̂︀𝑥0,
здесь 𝐴𝑐(𝑡) = 𝐴−𝐿(𝑡)𝐹 и 𝐵𝑐(𝑡) = 𝐵−𝐿(𝑡)𝐷, кроме этого будем считать,
что 𝐶 = column(𝐶1, . . . , 𝐶𝑀 ). Наблюдатель (2) является оптимальным
обобщенным ℋ2-наблюдателем, если

(4) 𝐿(𝑡) = arg inf
𝐿

sup
{︁

max
𝑚=1,...,𝑀

‖𝐶𝑚𝜀‖∞ : 𝜀⊤0 𝑅𝜀0 + ‖𝑤‖22 ⩽ 1
}︁
,

матрица 𝑅 задана и удовлетворяет условиям 𝑅 = 𝑅⊤ ≽ 0 и 𝑅 = 𝑅𝑃𝑙.
Теорема 1. Матрица параметров оптимального обобщенного ℋ2-

наблюдателя линейной дескрипторной стационарной системы (1) мо-
жет быть вычислена как 𝑌 (𝑡)𝐿(𝑡) = −𝑍(𝑡), 𝐿(𝑡) = 𝑃𝑙𝐿(𝑡), где 𝑌 =

= 𝑌 ⊤ ≽ 0 и 𝑍 находятся из решения задачи inf 𝜎2 при ограничениях:[︃
𝐸⊤𝑌̇ 𝐸 + 𝐸⊤𝑌 𝐴+𝐴⊤𝑌 𝐸 + 𝐸⊤𝑍𝐹 + 𝐹⊤𝑍⊤𝐸 𝐸⊤𝑌 𝐵 + 𝐸⊤𝑍𝐷

𝐷⊤𝑍⊤𝐸 +𝐵⊤𝑌 𝐸 −𝐼

]︃
≼ 0,

[︂
𝑌 (𝑡) 𝐶⊤

𝑚

𝐶𝑚 𝜎2𝐼

]︂
≽ 0,

𝑚 = 1, . . . ,𝑀,

𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑡𝑓 ],

𝑌 (𝑡) = 𝑌 (𝑡)𝑃𝑙,

𝑍(𝑡) = 𝑃⊤
𝑙 𝑍(𝑡),

𝑌 (𝑡0) = 𝑅.

В качестве примера рассмотрим модель колебаний здания при сей-
смическом воздействии на фундамент [1, 2]. Этажи здания представ-
ляются материальными точками, последовательно связанными между
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собой и с фундаментом линейными вязкоупругими элементами, описы-
ваемыми обобщенной моделью Максвелла. В безразмерных перемен-
ных модель описывается системой

(5)
𝑥̇1 + 𝛽(𝑥̇1 − 𝑥̇2) + 𝐶⊤𝐶𝑥1 − 𝛾𝐻⊤(𝑥2 −𝐻𝑥1) = 𝐺𝑣,

𝛾(𝑥2 −𝐻𝑥1) = 𝛽(𝑥̇1 − 𝑥̇2), 𝑦 = 𝐶𝑚𝑥1 + 𝜔,

здесь 𝑥1 — вектор смещений, измеренных относительно фундамента,
𝑥2 — вектор смещений связи между упругим и диссипативным элемен-
тами в модели Максвелла, 𝑣 — с точностью до знака ускорение фунда-
мента, 𝑦 — измеряемый скалярный выход, определяющий деформацию
межсекционного соединения двух соседних этажей здания, 𝜔 — ошибка
измерения деформации, 𝛽 и 𝛾 — параметры модели, а матрицы имеют
вид 𝐻𝑇 = (0, 𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛), 𝐶𝑚 = 𝑒⊤𝑚 − 𝑒⊤𝑚−1 и 𝐺⊤ = (1, 1, . . . , 1),
вектор 𝑒𝑘 — 𝑘-й базисный орт. Требуется разместить измерительное
устройство так, чтобы максимальное значение из всех оценок для де-
формаций межсекционных соединений соседних этажей было наимень-
шим. На рисунке 1 представлены результаты эксперимента для пяти-

1 2 3 4 5

5

10

γ = 0.1

2
2.61

3.62
4.58

6.12

Î
á
î
á
ù
¼í
í
à
ÿ
H

2
-í
î
ð
ì
à

1 2 3 4 5

5

10

γ = 2

2
3.12

4.19

5.9

9.44

Î
á
î
á
ù
¼í
í
à
ÿ
H

2
-í
î
ð
ì
à

1 2 3 4 5

5

10

γ = 10

2

8.93
9.79

10.6
11.2

Î
á
î
á
ù
¼í
í
à
ÿ
H

2
-í
î
ð
ì
à

Рис. 1: Зависимость обобщенной ℋ2-нормы от расположения датчика
на этажах при различных значениях параметра 𝛾

этажного здания при 𝑡0 = 0, 𝑡𝑓 = 20, 𝑅 = 𝑊−⊤ diag(𝐼, 0)𝑊−1, 𝛽 = 1.2.
Как видно, наилучшее расположение измерительного устройства будет
между первым этажом и фундаментом.

Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства науки и высшего
образования РФ (проект FSWR-2026-0007) и научно-образовательного математи-
ческого центра «Математика технологий будущего».

Список литературы
1. Баландин Д.В., Бирюков Р.С., Коган М.М. К вопросу о наилучшем рас-

положении измерительного устройства в задаче оценивания состояния
динамической системы // В сборнике: XIV Всероссийское совещание по
проблемам управления. Сб. научн. тр. Москва, 2024. С. 609–613.

59



2. Biryukov R., Bubnova E. Generalized ℋ2 Control of Linear Descriptor
Systems // Math. Modeling and Supercomputer Technologies. MMST 2025.
Communications in Computer and Information Science, V. 2815. P. 156–168
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This paper presents an optimal generalizedℋ2 observer design for linear
descriptor systems. The approach is validated via a seismic vibration model
of a high-rise building, focusing on the optimal estimation of its maximum
mechanical deformations.
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Синтез робастного управления при структурированной
неопределенности по априорным и экспериментальным

данным
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Рассматривается подход к построению робастных законов управ-
ления непрерывной динамической системой со структурированной
неопределенностью. В его основе лежит использование априорных
и экспериментальных данных и обобщение леммы Питерсена.

Ключевые слова: структурированная неопределенность, робастное
управление, априорные и экспериментальные данные

В последнее время активно развиваются методы синтеза управле-
ния для неопределенных систем, основанные на использовании не толь-
ко априорной информации, но и данных, полученных в предваритель-
ных экспериментах (см. библиографию, например, в [1]). Эти методы в
основном касаются анализа дискретных моделей и синтеза цифрового
управления. Однако представляет интерес анализ и синтез обратных
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связей на основе данных непосредственно для моделей, описываемых
дифференциальными уравнениями. В докладе показано как априор-
ные и экспериментальные данные могут быть использованы для квад-
ратичной стабилизируемости неопределенной системы, вычисления ее
ℋ2-, ℋ∞-нормы и других характеристик, а также для синтеза соответ-
ствующих робастных законов управления.

Рассмотрим неопределенную систему

(1)
𝑥̇ = 𝐴Ω𝑥+𝐵Ω𝑢+𝐵𝑣𝑣, 𝐴Ω = 𝐴+ 𝐹Ω𝑀𝐴, 𝐵Ω = 𝐵 + 𝐹Ω𝑀𝐵 ,

𝑧 = 𝐶𝑥+𝐷𝑢,

где 𝑥(𝜏) ∈ R𝑛𝑥 — состояние, 𝑢(𝜏) ∈ R𝑛𝑢 — управление, 𝑣(𝜏) ∈ R𝑛𝑣 —
внешнее возмущение, 𝐴, 𝐵, 𝐵𝑣, 𝐶, 𝐷, 𝐹 , 𝑀𝐴 и 𝑀𝐵 — заданные мат-
рицы, а Ω ∈ R𝑚Ω×𝑛Ω — матрица неопределенных параметров. Опишем
подход к построению обратной обратной связи 𝑢 = Θ𝑥, которая обес-
печивает квадратичную устойчивость замкнутой системы (1) при всех
Ω, согласованных с априорными и экспериментальными данными.

Пусть априорная информация о неизвестной матрице Ω имеет вид
ΩΩ⊤ ≼ 𝜌2𝐼, где 𝜌 > 0 — заданный радиус неопределенности. Положим

∆0 :=
{︀
Ω : (𝐼 Ω)Ψ0(𝐼 Ω)T ≼ 0

}︀
, Ψ0 = diag

(︁
−𝜌2𝐼, 𝐼

)︁
.

Экспериментальные данные состоят из векторов 𝑥𝑡 = 𝑥(ℎ𝑡) и управле-
ний 𝑢𝑡 = 𝑢(ℎ𝑡), полученных в моменты времени 𝜏 = ℎ𝑡, 𝑡 = 0, . . . , 𝑁 ,
при измерениях в системе (1) с неизвестным возмущением |𝑣(𝜏)| ⩽ 𝑑.
Обозначим 𝑥̇𝑡 = 𝑥̇(ℎ𝑡) вектор производных. Предположим, что матри-
ца 𝐹 имеет полный столбцовый ранг, тогда

𝑦𝑡 = Ω𝜙𝑡+ ̂︀𝐵𝑣𝑣𝑡, 𝑦𝑡 = (𝐹T𝐹 )−1𝐹T(𝑥̇𝑡−𝐴𝑥𝑡−𝐵𝑢𝑡), 𝜙𝑡 =𝑀𝐴𝑥𝑡+𝑀𝐵𝑢𝑡,

где ̂︀𝐵𝑣 = (𝐹T𝐹 )−1𝐹T𝐵𝑣, 𝑣𝑡 = 𝑣(ℎ𝑡). В силу |𝑣𝑡| ⩽ 𝑑 множество ∆𝑡

матриц Ω, согласованных с измерениями в момент времени 𝑡, опреде-
ляются из условия (𝑦𝑡 − Ω𝜙𝑡)(𝑦𝑡 − Ω𝜙𝑡)

T ≼ 𝑑2𝐵𝑣𝐵
⊤
𝑣 . Обозначим

∆𝑡+1 :=
{︀
Ω : (𝐼 Ω)Ψ𝑡+1(𝐼 Ω)T ≼ 0

}︀
, Ψ𝑡+1 =

(︂
𝑦𝑡𝑦

T
𝑡 − 𝑑2 ̂︀𝐵𝑣 ̂︀𝐵T

𝑣 ⋆

−𝜙𝑡𝑦T𝑡 𝜙𝑡𝜙
T
𝑡

)︂
.

Таким образом, множество матриц, согласованных с априорными и
экспериментальными данными, представимо как Δ =

⋂︀𝑁
𝑡=0 ∆𝑡.

Задача квадратичной стабилизируемости состоит в определении
условий существования матрицы обратной связи Θ, при которой нера-
венство (𝐴Ω+𝐵ΩΘ)𝑃 +𝑃 (𝐴Ω+𝐵ΩΘ)T ≺ 0 выполняется для некоторой
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𝑃 ≻ 0 при всех матрицах Ω ∈ ̂︀Δ, где ̂︀Δ — внешняя аппроксимация мно-
жества Δ, задаваемая неравенством (𝐼 Ω)Ψ(𝐼 Ω)T ≼ 0 с Ψ =

∑︀𝑁
𝑡=0 𝜇𝑡Ψ𝑡

при некоторых 𝜇𝑡 ⩾ 0, и найти эту матрицу.
Для решения этой задачи применяется следующее утверждение.
Лемма 1. Пусть заданы матрицы 𝑆 = 𝑆⊤ ∈ R𝑚×𝑚, 𝐿 ∈ R𝑚×𝑚Ω ,

𝑅 ∈ R𝑚×𝑛Ω , множество ΔΩ =
{︁
Ω ∈ R𝑚Ω×𝑛Ω : (𝐼 Ω)Φ(𝐼 Ω)⊤ ≼ 0

}︁
̸=

̸= ∅, где Φ = Φ⊤ = (Φ𝑖𝑗), 𝑖, 𝑗 = 1, 2, Φ22 ≻ 0. Утверждение

(2) 𝑆 + 𝐿Ω𝑅⊤ +𝑅Ω⊤𝐿⊤ ≺ 0 ∀Ω ∈ΔΩ

верно тогда и только тогда, когда линейное матричное неравенство

(3)

(︃
𝑆 − 𝜇𝐿Φ11𝐿

⊤ 𝑅− 𝜇𝐿Φ12

𝑅⊤ − 𝜇Φ⊤
12𝐿

⊤ −𝜇Φ22

)︃
≺ 0

разрешимо при некотором 𝜇 > 0.
Лемма 1 обобщает лемму Питерсена при Φ = diag (−𝐼, 𝐼) и ее рас-

ширение в [3] при Φ = diag (− ̂︀𝐹 , 𝐼), где ̂︀𝐹 ≽ 0.
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Теорема 1. Если неизвестная матрица параметров Ω𝑡𝑟 системы
(1) принадлежит множеству ̂︀Δ, полученному по априорным и экспе-
риментальным данным, то эта система квадратично стабилизиру-
ема при всех Ω ∈ ̂︀Δ тогда и только тогда, когда линейное матричное
неравенство

(4)

(︃
𝐴𝑃 +𝐵𝑍 + 𝑃𝐴T + 𝑍T𝐵T − 𝐹Ψ11𝐹

T ⋆

𝑀𝐴𝑃 +𝑀𝐵𝑍 −ΨT
12𝐹

T −Ψ22

)︃
≺ 0

разрешимо относительно переменных 𝑃 = 𝑃T ≻ 0, 𝑍 и 𝜇𝑡 ⩾ 0,
𝑡 = 0, . . . , 𝑁 . В этом случае обратная связь Θ = 𝑍𝑃−1 обеспечива-
ет квадратичную устойчивость замкнутой системы.

Для построения матрицы обратной связи робастного регулятора
вектор 𝑥̇𝑡, входящий в выражение для 𝑦𝑡, заменяется его конечно-
разностными приближениями вида 𝑥̇𝑡 ≈ (𝑥𝑡+1−𝑥𝑡)/ℎ или 𝑥̇𝑡 ≈ (𝑥𝑡+1−
− 𝑥𝑡)/ℎ− (1/2)𝑥̈(ℎ𝑡)ℎ, где вторая производная оценивается по априор-
ным данным. Результаты численного моделирования показывают эф-
фективность предложенного подхода.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда
(Проект № 24-11-20023), https://rscf.ru/project/24-11-20023/.
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We consider an approach to the robust control design for continuous-
time dynamical systems with structured uncertainty. It is based on the use
of a priori and experimental data and a generalization of Petersen’s lemma.
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Оптимизация параметров противоударного изолятора для
защиты объектов на подвижном основании от внешних

воздействий прямоугольной формы
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ИПМех РАН, Москва, Россия
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Оптимизируются параметры изолятора, защищающего объект на
подвижном основании от ударов, при которых ускорение основания
как функция времени имеет прямоугольный профиль с заданным
интегралом. Изолятор состоит из линейной пружины и демпфера
с квадратичной характеристикой. Минимизируется максимум мо-
дуля относительного смещения объекта при ограниченном модуле
приложенной к нему силы.

Ключевые слова: противоударная изоляция, оптимизация

1. Уравнение движения и постановка задачи

Движение защищаемого объекта относительно основания описыва-
ется уравнением с начальными условиями:

(1) 𝑚𝑥̈ = 𝑓(𝑥, 𝑥̇) +𝑚𝑤(𝑡), 𝑓 = −𝑘|𝑥̇|𝑥̇− 𝑐𝑥, 𝑥(0) = 0, 𝑥̇(0) = 0.

Здесь 𝑥 — смещение объекта относительно основания, 𝑚 — масса объ-
екта, 𝑘 и 𝑐 — коэффициенты демпфирования и жесткости изолятора,
−𝑤(𝑡) — абсолютное ускорение основания, 𝑓 — сила, приложенная изо-
лятором к объекту. Качество противоударной изоляции характеризу-
ется двумя критериями: максимумом модуля смещения объекта отно-
сительно основания (𝐽1) и максимумом модуля силы, действующей на
объект (𝐽2):

(2) 𝐽1(𝑘, 𝑐) = max
𝑤∈𝑊

max
𝑡∈[0,∞)

|𝑥(𝑡)|, 𝐽2(𝑘, 𝑐) = max
𝑤∈𝑊

max
𝑡∈[0,∞)

|𝑓(𝑡)|,

где 𝑊 — класс возможных внешних воздействий (возмущений), при-
ложенных к основанию. В данной работе класс 𝑊 состоит из функций
«прямоугольного профиля» с заданным интегралом:

(3) 𝑊 = {𝑤(𝑡) : 𝑤 = 𝑏, 𝑡 ∈
[︁
0,

𝑤0

𝑏

]︁
; 𝑤(𝑡) = 0, 𝑡 >

𝑤0

𝑏
; 𝑏 > 0, 𝑤0 > 0}.

Параметр 𝑤0 здесь фиксирован, а 𝑏 может изменяться.
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Задача. Найти параметры 𝑘 = 𝑘0 и 𝑐 = 𝑐0, минимизирующие кри-
терий 𝐽1 при ограничении, наложенном на критерий 𝐽2:

𝐽1(𝑘, 𝑐)→ min
𝑘,𝑐

, 𝐽2(𝑘, 𝑐) ⩽ 𝑈,

где 𝑈 — заданная положительная величина.

2. Задачи о наихудших возмущениях

Эти задачи состоят в максимизации по 𝑤 ∈ 𝑊 правых частей вы-
ражений (2). После максимизации имеем

𝐽1(𝑘, 𝑐) = 𝑤0

√︂
𝑚

𝑐
Ψ1

(︂
𝑤0√
𝑚𝑐

𝑘

)︂
, 𝐽2(𝑘, 𝑐) = 𝑤0

√
𝑚𝑐Ψ2

(︂
𝑤0√
𝑚𝑐

𝑘

)︂
.

Функции Ψ1 (𝜉) и Ψ2 (𝜉) от безразмерного аргумента 𝜉 = 𝑤0𝑘/
√
𝑚𝑐

получаются в результате численного решения задач о наихудших воз-
мущениях в безразмерных переменных, при переходе к которым пара-
метры 𝑚, 𝑐 и 𝑤0 в соотношениях (1) и (3) становятся равными единице.

3. Решение основной задачи параметрической оптимизации

Оптимальные параметры изолятора и соответствующие им значе-
ния критериев 𝐽1 и 𝐽2 определяются выражениями

(4)

𝑘0 =
𝜉0𝑈

𝑤2
0Ψ2(𝜉0)

, 𝑐0 =
𝑈2

𝑚𝑤2
0Ψ

2
2(𝜉0)

,

𝐽1(𝑘0, 𝑐0) =
𝑚𝑤2

0

𝑈
Ψ1(𝜉0)Ψ2(𝜉0), 𝐽2(𝑘0, 𝑐0) = 𝑈,

𝜉0 = argmin
𝜉

(Ψ1(𝜉)Ψ2(𝜉)).

Графики функций, фигурирующих в формулах (4), даны на рис. 1.

Рис. 1: Графики функций Ψ1(𝜉), Ψ2(𝜉) и Ψ1(𝜉)Ψ2(𝜉)
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Численные расчеты дают

𝜉0 ≈ 0.667, Ψ1(𝜉0)Ψ2(𝜉0) ≈ 0.562, Ψ2(𝜉0) ≈ 0.750,

𝑘0 ≈ 0.890
𝑈

𝑤2
0

, 𝑐0 ≈ 1.780
𝑈2

𝑚𝑤2
0

, 𝐽1(𝑘0, 𝑐0) ≈ 0.562
𝑚𝑤2

0

𝑈
.

Известно [1, 2], что для линейного изолятора (𝑓 = −𝑘𝑥̇ − 𝑐𝑥) оп-
тимизация, аналогичная проведенной выше для изолятора с линейной
жесткостью и квадратичным демпфированием, дает

𝐽1(𝑘0, 𝑐0) ≈ 0.521
𝑚𝑤2

0

𝑈
, 𝐽2(𝑘0, 𝑐0) = 𝑈,

причем наихудшим возмущением из класса (3) как по отношению к
относительному смещению объекта, так и по отношению к действую-
щей на него силе является мгновенный удар 𝑤 = 𝑤0𝛿(𝑡), где 𝛿(𝑡) —
дельта-функция Дирака. Известно также [1–4], что оптимизация па-
раметров изолятора с квадратичным демпфированием при заданном
возмущении 𝑤 = 𝑤0𝛿(𝑡) дает

𝐽1(𝑘0, 𝑐0) = 0.5
𝑚𝑤2

0

𝑈
, 𝐽2(𝑘0, 𝑐0) = 𝑈,

и это значение отвечает наилучшему качеству защиты от мгновенного
удара. Однако в классе возмущений прямоугольного профиля с за-
данным интегралом 𝑤0 линейный изолятор обеспечивает значение га-
рантированного минимума модуля относительного смещения объекта,
приблизительно на 8% меньшее аналогичной величины для изолятора
с квадратичным демпфированием.

Работа выполнена по теме государственного задания (№ госрегистрации
124012500443-0).

Список литературы

1. Болотник Н.Н. Оптимизация амортизационных систем. М.: Наука, 1978.
2. Balandin D.V., Bolotnik N.N., Pilkey D.V. Optimal Protection From

Impact, Shock, and Vibration. London: CRC Press, 2001.
3. Afimiwala K.A., Mayne R.W. Optimal Design of an Impact Absorber // J.

Eng. Ind. 1974. V. 96. No. 1. P 124–130.
4. Lou J., Sun J., Tang S., Li H. Study on the Optimization of the Shock

Isolation System Based on the Limiting Performance Analysis // Int. J.
Dynam. Control. 2014. V. 2. P. 415–424.

66



Parametric Optimization of a Shock Isolator for Protecting
Objects on a Moving Base From Impact Disturbances Modeled

by Rectangular Pulses
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Parameters of a shock isolator that protects an object on a moving
base from impacts under which the acceleration of the base has the form
of a rectangular pulse with given integral are optimized. The isolator
consists of a linear spring and a damper with quadratic characteristic.
The maximum modulus of the displacement of the object relative to the
base is minimized, provided that the magnitude of the force applied to the
object is constrained.
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Управление системой трех взаимодействующих тел в среде с
квадратичным сопротивлением при ограничении на

расстояния между телами

Н. Н. Болотник, Т. Ю. Фигурина
ИПМех РАН, Москва, Россия

bolotnik@ipmnet.ru, t_figurina@mail.ru

Для системы трех взаимодействующих точечных тел, движущих-
ся в среде с квадратичным сопротивлением, решается задача ее
переведения между начальным и конечным состояниями покоя на
одной и той же плоскости. Управляющими переменными служат
силы взаимодействия между телами. Требуется, чтобы в течение
всего движения расстояние между телами было не меньше задан-
ного.

Ключевые слова: мобильные системы с управляемой конфигураци-
ей, движение в среде с квадратичным сопротивлением, управление

1. Постановка задачи

Рассматривается система трех взаимодействующих точечных тел
𝐴𝑖, 𝑖 = 1, 2, 3, которые движутся в среде с квадратичным сопротивле-
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нием (рис.1). Обозначим через f 𝑗𝑖 силу, приложенную телом 𝐴𝑗 к телу
𝐴𝑖, действующую вдоль прямой 𝐴𝑖𝐴𝑗 . Силы f 𝑗𝑖 служат управляющи-
ми переменными, ограничения на них не налагаются. Предполагается,
что в начальный момент времени все тела покоятся и не находятся на
одной прямой; в этом случае движение системы будет происходить в
плоскости, содержащей начальные положения тел.

Рис. 1: Система трех взаимодействующих тел

Уравнения движения системы имеют вид

(1) ṙ𝑖 = v𝑖, 𝑚𝑖v̇𝑖 =
∑︁
𝑗 ̸=𝑖

f 𝑗𝑖 − 𝑐𝑖|v𝑖|v𝑖, f 𝑗𝑖 = −f 𝑖𝑗 , 𝑖, 𝑗 = 1, 2, 3,

где 𝑚𝑖, r𝑖 и v𝑖 — масса, радиус-вектор и скорость тела 𝐴𝑖, 𝑐𝑖 — ко-
эффициент сопротивления среды движению тела 𝐴𝑖. В дальнейшем
предполагается, что 𝑚2

𝑖 /𝑐𝑖 ̸= 𝑚2
𝑗/𝑐𝑖 для любых двух тел 𝐴𝑖 и 𝐴𝑗 .

Задача. Построить движение и найти соответствующие ему управ-
ляющие силы f 𝑗𝑖 , которые переводят систему (1) из начального состоя-
ния покоя в конечное состояние покоя при запрете в процессе движения
сближения тел на расстояние 𝑑:

(2) |r𝑖(𝑡)− r𝑗(𝑡)| ⩾ 𝑑, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], 𝑖 ̸= 𝑗, 𝑖, 𝑗 = 1, 2, 3.

Время 𝑇 окончания процесса не фиксировано.
Данная работа продолжает исследование, опубликованное в [1], где

задача о перемещении трех взаимодействующих тел была решена при
отсутствии ограничений (2) на взаимное расположение тел, в том числе
разрешалось прохождение тел друг сквозь друга.

Назовем 𝐴0
𝑖 и 𝐴*

𝑖 начальные и конечные положения тел 𝐴𝑖.
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2. Основные результаты

Решим вначале задачу в частном случае, когда одно из тел покоит-
ся, а в движении участвуют два тела, взаимодействующих друг с дру-
гом, при отсутствии взаимодействия с покоящимся телом. При этом
взаимодействующие тела могут двигаться лишь вдоль прямой, прохо-
дящей через их начальные положения.

Утверждение 1. Пусть конечные положения тел 𝐴*
𝑖 и 𝐴*

𝑗 принад-

лежат прямой 𝐴0
𝑖𝐴

0
𝑗 , |𝐴0

𝑖𝐴
0
𝑗 | ⩾ 𝑑, |𝐴*

𝑖𝐴
*
𝑗 | ⩾ 𝑑 и векторы

−−−→
𝐴0
𝑖𝐴

0
𝑗 и
−−−→
𝐴*
𝑖𝐴

*
𝑗

сонаправлены. Тогда можно перевести систему между начальным и
конечным состояниями покоя за счет взаимодействия тел 𝐴𝑖 и 𝐴𝑗 без
взаимодействия с третьим телом так, что в процессе движения рассто-
яние между телами будет не меньше 𝑑.

В некоторые моменты времени импульс системы мгновенно пере-
распределяется между телами 𝐴𝑖 и 𝐴𝑗 , в остальное время тела дви-
жутся свободно.

Рассмотрим теперь случай, когда нужно изменить положения всех
трех тел.

Утверждение 2. Пусть направление обхода точек 𝐴0
1, 𝐴

0
2, 𝐴

0
3 (по

или против часовой стрелки) совпадает с направлением обхода точек
𝐴*

1, 𝐴
*
2, 𝐴

*
3. Тогда решение задачи существует.

Движение, переводящее систему между начальным и конечным по-
ложениями состоит из этапов, на каждом из которых одно из тел непо-
движно и не взаимодействует с двумя оставшимися, перемещающими-
ся вдоль прямой, согласно Утверждению 1.

Утверждение 3. Пусть направления обхода точек 𝐴0
1, 𝐴

0
2, 𝐴

0
3 и то-

чек 𝐴*
1, 𝐴

*
2, 𝐴

*
3 противоположны. Если существует решение уравнений

(3)
𝑐1

𝑚2
1

sin(𝛼+ 𝛽) =
𝑐2

𝑚2
2

sin𝛼 =
𝑐3

𝑚2
3

sin𝛽

то решение задачи существует.
При попарных движениях тел системы (два движутся, третье по-

коится) невозможно изменить направление обхода точек 𝐴1, 𝐴2, 𝐴3,
поэтому для такого изменения должны одновременно двигаться все
три тела. Рис. 2 иллюстрирует это движение. После приведения точ-
ки 𝐴3 в положение 𝐴3 нулевой импульс системы перераспределяется
между телами и они свободно движутся по прямым, пересекающимся
в одной точке. Условие (3) гарантирует тождественное равенство ну-
лю импульса системы, что позволяет мгновенно остановить тела, когда
направление обхода точек изменится на противоположное.

69



Рис. 2: Изменение направления обхода точек системы

Работа выполнена по теме государственного задания (№ госрегистрации
124012500443-0).
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For a system of three interacting bodies (point masses) moving in
a medium with quadratic-law resistance, the problem of transferring it
between an initial and final states of rest on the same plane is solved. The
forces of interaction between the bodies are taken as control variables. It
is required that the distance between the bodies be no less than a specified
value throughout the entire motion.
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Оптимальное управление группами подвижных объектов
переменного состава
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Рассматривается задача оптимального управления группами по-
движных объектов. Каждая группа составлена из (простых) объек-
тов управления и движется как один (составной) объект. В процессе
движения каждая группа может разделяться на подгруппы или, на-
оборот, соединяться с другими группами. При этом динамические
возможности группы меняются, так как зависят от ее состава.

Ключевые слова: гибридная система, оптимальное управление,
граф переключений

1. Введение

Задачи группового управления весьма разнообразны и имеют мно-
гочисленные приложения [1]. Представляют интерес задачи управле-
ния группами, каждая из которых составлена из так называемых про-
стых объектов управления и движется как один (составной) объект.
В процессе движения каждая группа может разделяться на подгруп-
пы или, наоборот, соединяться с другими группами [2]. Динамические
характеристики (скорость движения, управляемость, маневренность и
т.п.) составного объекта, как правило, отличаются от характеристик
простого объекта. Поэтому изменение состава групп, их объединение
или разделение, влияет на процесс движения и служит ресурсом управ-
ления. Считая каждое изменение состава любой группы переключени-
ем, динамическую систему следует отнести к гибридным.

2. Постановка задачи

Схема движения гибридной системы задается графом переключе-
ний G(V,E) — ориентированным ациклическим взвешенным графом
с множеством вершин V = {1, ..., 𝑁} и множеством дуг E. Каж-
дой вершине графа поставим в соответствие позицию переключения:
V ↔ 𝑉 = {𝑣𝑖 = (𝑡𝑖, 𝑥𝑖)|𝑖 = 1, ..., 𝑁}, где 𝑡𝑖 — момент переключения, а
𝑥𝑖 ∈ R𝑛 — состояние составного объекта в момент переключения. При
этом соответствии дуга (𝑖, 𝑗) ∈ E будет означать перемещение состав-
ного объекта 𝑥𝑘𝑖𝑗 из позиции (𝑡𝑖, 𝑥𝑖) в позицию (𝑡𝑗 , 𝑥𝑗). Вес 𝑘 = 𝑘(𝑖, 𝑗)
дуги равен количеству простых объектов, входящих в составной объект
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𝑥𝑘𝑖𝑗 . Позиции переключений могут быть фиксированными, подвижны-
ми или свободными в зависимости от схемы движения.

Непрерывное движение составного объекта 𝑥𝑘𝑖𝑗 на промежутке
[𝑡𝑖, 𝑡𝑗 ] описывается дифференциальным уравнением

𝑥̇𝑖𝑗(𝑡) = 𝑓𝑘𝑖𝑗(𝑡, 𝑥𝑖𝑗(𝑡), 𝑢𝑖𝑗(𝑡)),

где 𝑥𝑖𝑗(𝑡), 𝑢𝑖𝑗(𝑡) — состояние составного объекта и значение управления
в момент времени 𝑡 ∈ [𝑡𝑖, 𝑡𝑗 ], 𝑥𝑖𝑗(𝑡) ∈ R𝑛, 𝑢𝑖𝑗(𝑡) ∈ 𝑈𝑖𝑗 ⊆ R𝑚.

Предполагаем, что в начальный 𝑡𝑆 и конечный 𝑡𝐹 моменты времени
все простые объекты находятся в состояниях 𝑥𝑆 и 𝑥𝐹 соответственно.
Начальное и конечное состояния каждого составного объекта опреде-
ляются терминальными условиями

(1) 𝑥𝑘𝑖𝑗(𝑡𝑖) = 𝑥𝑖, 𝑥𝑘𝑖𝑗(𝑡𝑗) = 𝑥𝑗 .

В моменты переключений должны выполняться следующие условия:
– непрерывность траектории каждого простого объекта,
– баланс количества простых объектов, участвующих в переключении,
– частичный порядок моментов переключений.

На множестве допустимых процессов определим функционал ка-
чества — время 𝑇 = 𝑡𝐹 − 𝑡𝑆 перехода системы из стартовой позиции
𝑆 = (𝑡𝑆 , 𝑥𝐹 ) в финишную позицию 𝐹 = (𝑡𝐹 , 𝑥𝐹 ). Требуется найти наи-
меньшее время 𝑇 * и оптимальный процесс управления, на котором это
время достигается, т.е. решить задачу быстродействия 𝑇 → min.

3. Достаточные условия оптимальности

Для любой дуги (𝑖, 𝑗) ∈ E графа переключения определим двухпо-
зиционную функцию цены Θ𝑖𝑗(𝑡𝑖, 𝑥𝑖|𝑡𝑗 , 𝑥𝑗) как решение задачи быс-
тродействия составного объекта 𝑥𝑘𝑖𝑗 при фиксированных концах (2)
траектории. Функция (𝑡, 𝑥)→ Θ𝑖𝑗(𝑡, 𝑥|𝑡𝑗 , 𝑥𝑗) удовлетворяет уравнению
Гамильтона-Якоби-Беллмана с нулевым конечным условием:

(2) min
𝑢∈𝑈𝑖𝑗

{︂
𝜕Θ𝑖𝑗
𝜕𝑡

+
𝜕Θ𝑖𝑗
𝜕𝑡

𝑓𝑘𝑖𝑗(𝑡, 𝑥, 𝑢) + 1

}︂
= 0, Θ𝑖𝑗(𝑡𝑗 , 𝑥𝑗 |𝑡𝑗 , 𝑥𝑗) = 0.

При минимизации левой части уравнения (2) получаем так называемое
оптимальное двухпозиционное управление

(3) u𝑖𝑗(𝑡, 𝑥|𝑡𝑗 , 𝑥𝑗) = arg min
𝑢∈𝑈𝑖𝑗

{︂
𝜕Θ𝑖𝑗
𝜕𝑡

+
𝜕Θ𝑖𝑗
𝜕𝑡

𝑓𝑘𝑖𝑗(𝑡, 𝑥, 𝑢) + 1

}︂
= 0.
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Для каждой позиции 𝑣𝑖 ∈ 𝑉 определим значение условной функции
цены 𝜗𝑖(𝑡𝑖, 𝑥𝑖|𝑉 ) как наименьшее время достижения конечного состоя-
ния всеми простыми объектами, находящимися в позиции 𝑣𝑖 = (𝑡𝑖, 𝑥𝑖),
при фиксированных позициях переключений 𝑉 . Иначе говоря, при вы-
числении 𝜗𝑖 используется только оптимизация управления непрерыв-
ным движением составных объектов между фиксированными позиция-
ми переключений. Условные функции цены удовлетворяют рекуррент-
ному уравнению с нулевым конечным условием:

(4) 𝜗𝑖(𝑡𝑖, 𝑥𝑖|𝑉 ) = max
(𝑖,𝑗)∈E

{Θ𝑖𝑗(𝑡𝑖, 𝑥𝑖|𝑡𝑗 , 𝑥𝑗) + 𝜗𝑗(𝑡𝑗 , 𝑥𝑗 |𝑉 )}, 𝜗𝐹 (𝑡, 𝑥|𝑉 ) = 0.

Применение условных функций цены позволяет свести задачу опти-
мального управления к задаче конечномерной минимизации

(5) 𝑇 * = min
𝑉

𝜗𝑆(𝑡𝑆 , 𝑥𝑆 |𝑉 ).

Обозначим через 𝑉 * = {(𝑡*𝑖 , 𝑥*𝑖 )|𝑖 = 1, ..., 𝑁} множество оптимальных
позиций переключений, на которых достигается минимум (5).

Теорема 1. Если существуют функции Θ𝑖𝑗, u𝑖𝑗, 𝜗𝑖, удовлетворя-
ющие на области определения уравнениям (2)– (4), то для оптималь-
ности допустимого процесса 𝑥𝑖𝑗(·), 𝑢𝑖𝑗(·) с позициями переключений
𝑉 достаточно, чтобы выполнялись условия:

а) 𝑢𝑖𝑗(𝑡) = u𝑖𝑗(𝑡, 𝑥𝑖𝑗(𝑡)|𝑡𝑗 , 𝑥𝑗) почти всюду на [𝑡𝑖, 𝑡𝑗 ], (𝑖, 𝑗) ∈ E;
б ) (𝑡𝑖, 𝑥𝑖) = (𝑡*𝑖 , 𝑥

*
𝑖 ), 𝑖 = 1, ..., 𝑁 .
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We consider the problem of optimal control of groups of moving objects.
Each group consists of (simple) control objects and moves as a single
(composite) object.As the group moves, it can split into subgroups or,
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conversely, merge with other groups. The dynamic capabilities of the group
change as they depend on its composition.

УДК 681.5.01+531.53

Гашение колебаний груза, подвешенного на нерастяжимом
тросе к подвижному объекту
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Задача гашения колебаний возникает, например, при тушении лес-
ного пожара перед тем, как вылить воду из контейнера на очаг
пожара. Задача сначала рассматривается теоретически в идеали-
зированной постановке, когда моделью системы является однозвен-
ный математический маятник переменной длины с грузом на конце.
В этой постановке аналитически получено релейное управление в
виде чередующихся максимальных удлинений и укорочений троса.
Исследуется также более реалистичная система, в которой мгно-
венное изменение длины троса заменяется линейным участком с
заданным наклоном.

Ключевые слова: гашение колебаний, маятник переменной длины

1. Введение

Задачам гашения нежелательных колебаний, возникающих в меха-
нических системах, или их предотвращения посвящено довольно много
исследований. Среди них отметим работы [1-3], в которых предлага-
ются и исследуются, как в линейной, так и в нелинейной постановке,
а также с применением асимптотических методов различные способы
борьбы с такими нежелательными явлениями.

2. Модель механической системы

Систему дифференциальных уравнений, описывающих колебания
груза на тросе относительно неподвижной точки подвеса 𝑂, запишем
в виде:

(1)
𝑑𝜑

𝑑𝑡
=

𝐾

𝑀𝑙2
,

𝑑𝐾

𝑑𝑡
= −𝑀𝑔𝑙 sin𝜑.
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Первое из уравнений системы следует из определения кинетического
момента 𝐾 относительно точки подвеса 𝑂, а второе описывает его из-
менение во времени под влиянием момента силы тяжести груза. Пред-
полагается, что трос невесом и нерастяжим. Из уравнений (1) вытека-
ет одно дифференциальное уравнение первого порядка, связывающее
между собой только переменные 𝜑 и 𝐾:

(2) 𝑑𝐾

𝑑𝜑
= −𝑀

2𝑙3𝑔 sin𝜑

𝐾
.

Длина троса 𝑙 выступает в роли управляющего воздействия с ограни-
чениями

(3) 𝑙min ⩽ 𝑙(𝜑, 𝜑̇) ⩽ 𝑙max.

3. Синтез оптимального управления длиной троса
На рис. 1 схематично изображена траектория на одном полуколе-

бании, происходящем слева направо в верхней полуплоскости перемен-
ных 𝜑 и 𝐾. Минимальное значение угла 𝜑 в конце полуколебания до-
стигается, если и только если на части 𝐾 > 0 траектории 𝐾 = 𝐾(𝜑)
производная 𝑑𝐾/𝑑𝜑 принимает минимально возможное значение при
каждом значении угла 𝜑 . Из этого следует, что искомое оптималь-

 

Рис. 1: Траектория уравнения (2) на одном полуколебании

ное управление на каждом полуколебании определяется при помощи
следующего соотношения:

(4) 𝑙opt(𝜑,𝐾) = argmin
𝑙∈𝐿

[︂
𝑑𝐾

𝑑𝜑

]︂
𝐾>0

=

{︃
𝑙min при 𝜑𝜑̇ < 0

𝑙max при 𝜑𝜑̇ > 0
.

Выражение (4) описывает оптимальное управление, минимизирующее
абсолютную величину угла отклонения троса от вертикали в момент,
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когда величина 𝐾 обращается в ноль. На каждом полуколебании про-
исходят два переключения оптимального управления (4).

4. Управление с ограничением по скорости

Заменим построенное релейное управление длиной троса (4) на ва-
риант, когда мгновенное изменение длины троса заменяется линейным
с задаваемым коэффициентом наклона 𝑉0. Тогда движение будет опи-
сываться следующей системой

(5)
𝑙 =

⎧⎪⎨⎪⎩
−𝑉0 при 𝜑𝜑̇ < 0 и 𝑙 > 𝑙min,

𝑉0 при 𝜑𝜑̇ > 0 и 𝑙 < 𝑙max,

0 в остальных случаях

𝑙𝜑+ 2𝑙𝜑̇+ 𝑔 sin𝜑 = 0

Результаты моделирования двух вариантов управления (4) и (5)
показали, что введение ограничения на скорость изменения длины не
сильно влияет на скорость затухания колебаний, если время измене-
ния длины невелико по сравнению с длительностью знакопостоянства
управления, в частности, если это соотношение равно одной четверти.

Работа выполнена в рамках государственного задания МГУ имени М.В. Ломо-
носова
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The problem of damping oscillations arises, for example, when ext-
inguishing a forest fire before pouring water from a container onto the
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fire. This problem is first considered theoretically in an idealized setting,
where the system is modeled as a single-link mathematical pendulum of
variable length with a load at its end. In this problem setting, the control
is found analytically in the form of alternating maximum elongations and
shortenings of the cable.

УДК 517.925.51

Положения равновесия и бифуркации в трехмерной модели
динамики популяций

B. В. Бурдилова1, А. П. Крищенко2
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Для рассматриваемой системы дифференциальных уравнений до-
казаны условия существования и устойчивости положений равно-
весия, вымирания и сосуществования популяций. Предложены таб-
лицы для интерпретации полученных результатов и бифуркаций.

1. Введение
Исследуется система дифференциальных уравнений [1] 𝑥̇1 = 𝜆−

− 𝛽𝑥1𝑥2 − 𝑝1𝑥1𝑥3 − 𝜇1𝑥1, 𝑥̇2 = 𝛽𝑥1𝑥2 − 𝑝2𝑥2𝑥3 − 𝜇2𝑥2, 𝑥̇3 = 𝑞𝑝1𝑥1𝑥3 +
+ 𝑞𝑝2𝑥2𝑥3 − 𝜇3𝑥3, где переменные 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ∈ R3

+,0 — плотности
популяций восприимчивых, инфицированных жертв и хищников. В
работе найдены все положения равновесия (ПР) и условия их устой-
чивости, которые представлены в трех таблицах, удобных для бифур-
кационного анализа пространства параметров. Кроме этого, доказано
существование аттрактора и найдены условия вымирания популяций.

2. Основные результаты

С помощью обозначений 𝐴 = 𝜇1𝜇2

𝛽 , 𝐵 = 𝜇1𝜇3

𝑞𝑝1
, 𝐶 = 𝜇2𝜇3

𝑝2𝑞
+ 𝜇1𝜇2

𝛽 −
𝜇
2
2𝑝1
𝑝2𝛽

,

𝐷 = 𝛽𝜇
2
3

𝑝1𝑝2𝑞
2 − 𝜇2𝜇3

𝑞𝑝2
+ 𝜇1𝜇3

𝑞𝑝1
, 𝑥*1 = 𝜆𝑞𝑝2

𝛽𝜇3+𝑞𝑝2𝜇1−𝜇2𝑞𝑝1
, 𝜆𝐵 = 𝐵 𝑝1𝜇*

𝑝1𝜇*+𝑝2𝜇1

доказана следующая теорема.
Теорема 1. Существует не более четырех ПР 𝐸𝑖.

1. 𝐸1(
𝜆
𝜇1
, 0, 0) всегда существует, асимптотически устойчиво при
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𝜆 < min(𝐴,𝐵), устойчиво в целом при 𝜆 < min(𝐴, 𝜆𝐵).
2. 𝐸2(

𝜇3

𝑞𝑝1
, 0, 𝜆𝑞𝜇3

−𝜇1

𝑝1
) существует при 𝜆 > 𝐵 и асимптотически устой-

чиво при 𝜆 > 𝐷;
3. 𝐸3(

𝜇2

𝛽 ,
𝜆
𝜇2
− 𝜇1

𝛽 , 0) существует при 𝜆 > 𝐴 и асимптотически устой-
чиво при 𝜆 < 𝐶;

4. 𝐸4(𝑥
*
1,
𝜇3−𝑞𝑝1𝑥*

1

𝑞𝑝2
, 𝛽𝑥

*
1−𝜇2

𝑝2
) существует при 𝐶 < 𝜆 < 𝐷 и устойчиво в

целом в 𝐷* = R3
+,0 ∖ {{𝑥2 = 0} ∪ {𝑥3 = 0}}.

Условия асимптотической устойчивости получены с помощью ли-
нейного приближения, условия устойчивости в целом ПР 𝐸1 найдены
с помощью метода локализации инвариантных компактов [2, 3]. Для
доказательства устойчивости в целом внутреннего положения равно-
весия 𝐸4(𝑥

*
1, 𝑥

*
2, 𝑥

*
3) использовалась функция Ляпунова

𝑉 (𝑥) =
1

2
𝐶1(𝑥1 − 𝑥*1)2 +𝐶2(𝑥2 − 𝑥*2 − 𝑥*2 ln

𝑥2
𝑥*2

) +𝐶3(𝑥3 − 𝑥*3 − 𝑥*3 ln
𝑥3
𝑥*3

),

для которой 𝑉 (𝑥*) = 0, 𝑉 (𝑥) > 0 при 𝑥 ̸= 𝑥*. При выбранных 𝐶1 = 1,
𝐶2 = 𝑥*1, 𝐶3 = 𝑥*1/𝑞 производная функции Ляпунова неположительна,

𝑉̇ = −(𝑥2 − 𝑥*2)2(𝛽𝑥2 + 𝑝1𝑥3 + 𝜇1) ⩽ 0,

но доказано, что 𝐸4 устойчиво в целом в 𝐷*.
Пространство параметров R8

+ разбито на 3 области, соответствую-
щие 1) 𝐴 < 𝐵 < 𝐶 < 𝐷; 2) 𝐴 < 𝐶 < 𝐵 < 𝐷; 3) 𝐷 < 𝐵 < 𝐶 < 𝐴, или
𝐷 < 𝐶 < 𝐵 < 𝐴, или 𝐶 < 𝐷 < 𝐵 < 𝐴 и предложены 3 таблицы.

Таблица 1 (𝐴 < 𝐵 < 𝐶 < 𝐷)
𝜆 𝐸1(*, 0, 0) 𝐸2(*, 0, *) 𝐸3(*, *, 0) 𝐸4(*, *, *)
(0, 𝐴) Гл. уст., 𝜆𝐵 ∄ ∄

∄(𝐴,𝐵)

Неуст.
Ас. уст.

(𝐵,𝐶) Неуст.
(𝐶,𝐷) Неуст. Гл. уст. в 𝐷*

(𝐷,∞) Ас. уст. ∄

Таблица 2 (𝐴 < 𝐶 < 𝐵 < 𝐷)
𝜆 𝐸1(*, 0, 0) 𝐸2(*, 0, *) 𝐸3(*, *, 0) 𝐸4(*, *, *)
(0, 𝐴) Гл. уст., 𝜆𝐵

∄
∄ ∄

(𝐴,𝐶)

Неуст.

Ас. уст.
(𝐶,𝐵)

Неуст. Гл. уст. в 𝐷*
(𝐵,𝐷) Неуст.
(𝐷,∞) Ас. уст. ∄
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Таблица 3 (𝐷 < 𝐵 < 𝐶 < 𝐴 или 𝐷 < 𝐶 < 𝐵 < 𝐴 или 𝐶 < 𝐷 < 𝐵 < 𝐴)
𝜆 𝐸1(*, 0, 0) 𝐸2(*, 0, *) 𝐸3(*, *, 0) 𝐸4(*, *, *)
(0, 𝐵) Гл. уст., 𝜆𝐵 ∄ ∄ ∄(𝐵,𝐴) Неуст. Ас. уст.
(𝐴,∞) Неуст.

В пространстве параметров R9
+ над каждой из областей добавлены

поверхности (𝜆 = 𝐴, 𝜆 = 𝐵, 𝜆 = 𝐶, 𝜆 = 𝐷) в соответствии с первым
столбцом каждой из таблиц. При анализе условий возникновения би-
фуркаций (бифуркации Хопфа и др.) при изменении параметров систе-
мы использовалось построенное разбиение пространства параметров.

Теорема 2. В положительно инвариантном компактном мно-
жестве [4] 𝐾 = Ω1 ∩ Ω1 система имеет аттрактор, где

Ω1(𝜙1,R
3
+,0) = {0 ⩽ 𝑥1 ⩽ 𝜆/𝜇1} ∩ R3

+,0,

Ω2(𝜙2,R
3
+,0) ⊂

{︀
𝜆𝑞/𝜇* ⩽ 𝑞𝑥1 + 𝑞𝑥2 + 𝑥3 ⩽ 𝜆𝑞/𝜇*

}︀
∩ R3

+,0,

𝜇* = min(𝜇1, 𝜇2, 𝜇3), 𝜇
* = max(𝜇1, 𝜇2, 𝜇3).

Теорема 3. Популяция 𝑥2 вымирает при 𝜆 < 𝐴, а популяция 𝑥3
— при 𝜆 < 𝜆𝐵 . Популяции 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 сосуществуют при 𝐶 < 𝜆 < 𝐷.

3. Заключение

В данной работе предложены таблицы, соответствующие условиям
существования и устойчивости положений равновесия в зависимости
от значений параметров системы, которые оказались удобными для
интерпретации этих условий и анализа бифуркаций.
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For the considered system of differential equations, the conditions of
existence and stability of equilibrium points, extinction and coexistence of
populations are proved. Tables for interpretation of the obtained results
and bifurcations are proposed.

УДК 531.36

О движении бусинки на качелях при наличии сухого трения
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Изучается задача описания движения материальной точки по ше-
роховатой кривой, фиксированной на бифилярных качелях: опре-
деляются условия, при которых точка остается в состоянии покоя
относительно сидения, численно изучаются движения точки вплоть
до останова в случае, когда точка покидает положение относитель-
ного равновесия под действием приложенных сил.

Ключевые слова: качели, сухое трение, относительные равновесия,
плоские колебания

Рассмотрено движение механической системы: качелей 𝒮, состоя-
щих из тяжелого твердого тела (сидения) 𝒢 и пары одинаковых невесо-
мых стержней, обеспечивающих бифилярный подвес, а также из тяже-
лой бусинки, совершающей движения вдоль шероховатой тонкой кри-
волинейной проволочки, фиксированной в сидении. Предполагается,
что движение осуществляется в вертикальной плоскости.

Исследованы условия существования относительных равновесий,
когда бусинка остается в покое относительно сидения. Выделены уста-
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Рис. 1: Примеры проекций фазовых кривых на некоторые плоскости и
график зависимости финального сдвига от начального угла.

новившиеся движения, существующие на бесконечном, полубесконеч-
ном и конечном промежутках времени.

Выписаны уравнения движения системы, описывающие совмест-
ную динамику качелей и бусинки. Численно исследованы некоторые
классы движений, на которых бусинка начинает движении из состо-
яния покоя относительно сидения и приходит в состояние равновесия
относительно сидения. Исследован финальный сдвиг бусинки относи-
тельно начального положения.

В предположении о том, что отклонение качелей от нисходящей
вертикали определяется углом 𝜙, а положение бусинки определяется
натуральным параметром 𝑠, измеряемым вдоль кривой, для некото-
рых начальных условий найдены фазовые кривые. Проекции фазовых
кривых на разные плоскости, а также зависимость финального сдвига
от начальных условий изображены на Рис. 1.

Следует заметить, что интерес авторов к бифилярному подвесу ин-
спирирован публикациями [1–3]. В этих работах предполагается, что
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бусина совершает предписанное движение относительно сиденья (в на-
шей терминологии). Исследования, выполненные в этих работах, были
дополнены в [4] аналитическим изучением расщепления сепаратрис и
численным изучением сечений Пуанкаре.

Исследование первого и третьего авторов выполнены при финансовой поддерж-
ке РНФ (Проект № 24-21-20143), https://rscf.ru/project/24-21-20143/.
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The problem of describing the motion of a bead along a rough curve
fixed in a bifilar swing is studied. The conditions under which the bead
remains at rest relative to the seat are determined. Motions of the bead
when the bead leaves the position of relative equilibrium under the action
of applied forces up to a stop are studied numerically.
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В 1986 году Я.В. Татаринов заложил основы теории слабо него-
лономных систем. Рассматриваются механические системы с него-
лономными связями, содержащими малый параметр. Предполага-
ется, во-первых, что при нулевом значении параметра связи такой
системы интегрируемы, то есть получается семейство голономных
систем, зависящее от нескольких произвольных констант интегри-
рования. Во-вторых, эти голономные системы должны быть вполне
интегрируемыми гамильтоновыми системами. При ненулевом зна-
чении малого параметра поведение таких систем можно рассмат-
ривать при помощи асимптотических методов, представляя его как
трансгрессию: сочетание движения слегка модифицированной го-
лономной системы с медленным изменением былых постоянных. В
докладе описан эффект трансгрессии в нескольких задачах меха-
ники неголономных систем с двумя степенями свободы.

Ключевые слова: слабо неголономные системы, эффект трансгрес-
сии

1. Введение
Рассмотрим механическую систему, положение которой определя-

ется 𝑛+𝑚 обобщенными координатами 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛+𝑚. Пусть на движе-
ние данной механической системы наложены 𝑚 неголономных связей
вида

(1)
𝑛+𝑚∑︁
𝑖=1

𝑎𝑠𝑖 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛+𝑚, 𝜀) 𝑥̇𝑖 = 0, 𝑠 = 1, . . . ,𝑚, rank (𝑎𝑠𝑖) = 𝑛,

где 𝜀 — малый параметр. Предположим, что при 𝜀 = 0 эти уравнения
интегрируются:

𝑚∑︁
𝑠=1

𝑛+𝑚∑︁
𝑖=1

𝑘𝑟𝑠 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛+𝑚) 𝑎𝑠𝑖 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛+𝑚, 0) 𝑥̇𝑖=
𝑑

𝑑𝑡
𝜙𝑟 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛+𝑚) ,

det ‖𝑘𝑟𝑠‖ ≠ 0, 𝑟 = 1, . . . ,𝑚.

Тогда при 𝜀 ̸= 0 связи будем называть «слабо неголономными».
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Введем новые обобщенные координаты 𝑞1, . . . , 𝑞𝑛+𝑚 такие, что 𝑞𝑖 =
𝑥𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛 и

𝑞𝑛+𝜇 = 𝜙𝜇 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛+𝑚) , 𝜇 = 1, . . . ,𝑚.

Тогда в координатах 𝑞1, . . . , 𝑞𝑛+𝑚 уравнения связей (1) имеют вид:

(2)
𝑞𝑛+𝜇 = 0, 𝜇 = 1, . . . ,𝑚, при 𝜀 = 0;

𝑞𝑛+𝜇 = 𝜀

𝑛∑︁
𝜆=1

𝑐𝑠𝜆 (𝑞1, . . . , 𝑞𝑛+𝑚 𝜀) 𝑞𝜆, 𝜇 = 1, . . . ,𝑚, при 𝜀 ̸= 0.

Будем считать, что задана также функция Лагранжа

𝐿 = 𝐿 (𝑞1, . . . , 𝑞𝑛+𝑚, 𝑞1, . . . , 𝑞𝑛+𝑚, 𝜀) .

В этом случае при 𝜀 = 0 получаем семейство гамильтоновых си-
стем с параметрами 𝑅𝜇 ≡ 𝑞𝑛+𝜇, возникающими после интегрирования
связей (2). Функция Гамильтона 𝐻0 (𝑝1, . . . , 𝑝𝑛, 𝑞1, . . . , 𝑞𝑛, 𝑅1, . . . , 𝑅𝑚)
стандартным образом получается из функции Лагранжа:

𝐿0 (𝑞1, . . . , 𝑞𝑛, 𝑞1, . . . , 𝑞𝑛, 𝑅1, . . . , 𝑅𝑚) =

= 𝐿 (𝑞1, . . . , 𝑞𝑛, 0, . . . , 0, 𝑞1, . . . , 𝑞𝑛, 𝑅1, . . . , 𝑅𝑚, 0)

При 𝜀 ̸= 0 величины 𝑅1, . . . , 𝑅𝑚 могут начать эволюционировать.
Этот эффект назван в работах Я.В. Татаринова трансгрессией [1]. В
данной работе на основании результатов Я.В. Татаринова описан эф-
фект трансгрессии в нескольких задачах механики неголономных си-
стем с двумя степенями свободы.

2. Движение точки с неголономной связью
Пусть точка массы 𝑚 движется в трехмерном пространстве под

действием сил с потенциалом

𝑉 =
𝑐

2

(︁
𝑥2 + 𝑦2

)︁
и при наличии неголономной связи

(3) 𝑧̇ = 𝜀 (𝑥̇𝑦 − 𝑦̇𝑥) .

Тогда при 𝜀 = 0 уравнения движения точки записываются следую-
щим образом:

(4) 𝑧̇ = 0, 𝑥̈+ 𝜔2𝑥 = 0, 𝑦 + 𝜔2𝑦 = 0, 𝜔2 =
𝑐

𝑚
.
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Общее решение системы (4) имеет вид

𝑧 = 𝐶0, 𝑥 = 𝐶1 cos𝜔𝑡+ 𝐶2 sin𝜔𝑡, 𝑦 = 𝐶3 cos𝜔𝑡+ 𝐶4 sin𝜔𝑡.

При 𝜀 ̸= 0 уравнения движения точки записываются следующим
образом:

𝑧̇ = 𝜀 (𝑥̇𝑦 − 𝑦̇𝑥) , 𝑥̈+ 𝜔2𝑥 = 0, 𝑦 + 𝜔2𝑦 = 0.

Их общее решение представляется в виде:

𝑧 = 𝜀𝜔 (𝐶2𝐶3 − 𝐶1𝐶4) 𝑡+ 𝐶0,

𝑥 = 𝐶1 cos𝜔𝑡+ 𝐶2 sin𝜔𝑡, 𝑦 = 𝐶3 cos𝜔𝑡+ 𝐶4 sin𝜔𝑡.

В данном случае мы имеем дело с трансгрессией первого порядка:
за время 𝑡 порядка 1/𝜀 разность 𝑧 − 𝐶0 изменится на конечную вели-
чину.
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In 1986 Ya. V. Tatarinov presented the foundations of the theory of
weakly nonholonomic systems. Mechanical systems with nonholonomic
constraints depending on a small parameter are considered. It is assumed
that for zero value of this parameter the constraints of such a system
become integrable; i.e., in this case, we have a family of holonomic systems
depending on several arbitrary integration constants. We will assume that
these holonomic systems are completely integrable Hamiltonian systems.
When the small parameter is not zero, the behavior of such systems
can be considered with the help of normalization methods. The behavior
of such a system can be represented as a combination of the motion
of a slightly modified holonomic system with slowly varying previous
integration constants (the transgression effect). In this presentation we
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describe the corresponding effect in a several nonholonomic systems with
a small degrees of freedom.

УДК 531:36 + 539.3

Предельные модели динамики систем с проскальзыванием и
разрушением
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Рассматривается динамика системы, включающей тела, контакт ко-
торых происходит с микропроскальзыванием и хрупким разруше-
нием их поверхностей. Обсуждаются возможности ее исследования
при помощи неклассических моделей с условиями непроскальзыва-
ния или с первичными связями Дирака.

Ключевые слова: трение, промежуточная прослойка, микропро-
скальзывание, условия непроскальзывания, вакономная механика,
неголономная модель, первичные связи Дирака, теория возмуще-
ний.

1. Введение

Контактное взаимодействие тел может сопровождаться хрупким
разрушением их приповерхностных слоев и образованием между те-
лами тонкой промежуточной прослойки из выколотых элементов [1]
(элементы прослойки, например, частицы абразива, могут быть также
внесены извне).

Как правило, при описании динамики системы с микропроскаль-
зыванием предполагают, что скорость относительного смещения кон-
тактирующих поверхностей тел равна нулю и записывают классиче-
скую неголономную модель их движения. В работе показано, что при
наличии микропроскальзывания и прослойки в области контакта тел
предельный переход к бесконечной жесткости контактных сил (нуле-
вой скорости микропроскальзывания) может порождать неклассиче-
ские модели.

86



2. Основной результат

В работе исследуется динамика механической системы с голоном-
ными стационарными идеальными связями, включающей кинематиче-
скую пару с одной относительной степенью свободы. Полагая, что тела
кинематической пары достаточно жесткие и имеют несогласованную
форму, будем считать, что их контакт происходит в точке, где прило-
жены сила трения и нормальная реакция, равные главным векторам
касательных и нормальных напряжений по области контакта. Будем
рассматривать линейную зависимость силы трения от скорости микро-
проскальзывания тел [1, 2]. Влияние прослойки между телами кинема-
тической пары состоит в том [1], что ее элементы расклинивают дефор-
мируемые части тел, а их смещение на части области контакта с про-
слойкой происходит путем перекатывания через ее элементы, в резуль-
тате чего касательные напряжения в области контакта уменьшаются, а
нормальные напряжения — увеличиваются, и, следовательно, потенци-
альная энергия деформирования тел изменяется. Эффект уменьшения
потенциальной энергии за счет возможности перекатывания отвечает
появлению дополнительного слагаемого в лагранжиане системы, кото-
рое пропорционально квадрату скорости микропроскальзывания тел и
по структуре схоже с кинетической энергией «присоединенных масс»
в вакономной механике [1,3]. Учет увеличения потенциальной энергии
за счет расклинивающего действия элементов прослойки привносит
в лагранжиан дополнительное постоянное слагаемое, не оказывающее
влияние на динамику системы [1].

Следуя [1,2], можно свести математическую модель динамики си-
стемы к возмущенной системе уравнений по малому параметру, отра-
жающему малость характерного значения скорости микропроскальзы-
вания тел по сравнению со скоростями других составляющих системы
(например, ее центра масс). В силу линейной зависимости силы тре-
ния от скорости микропроскальзывания при переходе к бесконечной
жесткости контактных сил между телами кинематической пары этот
параметр устремляется к нулю.

В рамках указанного предельного перехода построены неклассиче-
ская модель динамики системы со связью, запрещающей проскальзы-
вание тел кинематической пары, которая служит аналогом «промежу-
точной» модели вакономной механики [3], и модифицированная модель
с первичными связями Дирака [2,3], для которой микропроскальзыва-
ние тел сохраняется. Ситуации, когда реализуются те или иные связи,
разделяются после сравнения порядков величин слагаемых в правых и
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левых частях соотношения между скоростью микропроскальзывания
тел и обобщенными скоростями. Если при движении системы обоб-
щенные скорости существенно превосходят скорость микропроскаль-
зывания, то возможна реализация первой модели [1]. Если порядки
малости слагаемых в правых и левых частях указанных соотношений
одинаковы за счет того, что часть обобщенных скоростей соизмерима
со скоростью микропроскальзывания, а при части других обобщенных
скоростей стоят малые множители, то в системе могут быть реализо-
ваны модифицированные первичные связи Дирака, возникающие из-за
вырождения ее лагранжиана при переходе к нулевым значениям ма-
лых обобщенных скоростей.

Сформулирована и доказана теорема, позволяющая провести оцен-
ку погрешности модифицированной модели Дирака.

3. Заключение
Проведенное исследование обосновывает использование некласси-

ческих моделей при описании динамики систем с проскальзыванием и
разрушением.

Результаты работы можно обобщить как на механические системы
с несколькими кинематическими парами, каждая из которых имеет
одну относительную степень свободы и допускает микропроскальзы-
вание контактирующих тел, так и на системы взаимодействующих тел
(в частности, перекатывающихся), для которых относительное движе-
ние имеет две степени свободы и скорость относительного верчения
тел мала.
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Dynamics of a system consisting of bodies whose mutual contact
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interaction is accompanied by brittle fracture of their surface layers is
considered. The feasibility of studying such systems using nonclassical
models with no-slip conditions or with Dirac primary constraints is
discussed.
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Решена задача терминального управления линейными динамиче-
скими объектами, в том числе с учетом внешних возмущений, со
строгими ограничениями на вид траекторий выходного сигнала, на-
чиная с нулевого момента времени.

Ключевые слова: терминальное управление, линейные системы, по-
давление возмущений, ограничение по выходу

1. Введение

Задачам стабилизации за конечное время посвящено большое коли-
чество работ, которые можно разделить на несколько смежных направ-
лений, близких по постановке задачи, но отличающихся методами ре-
шения и свойствам замкнутой системы. Многие популярные результа-
ты (например, [1,2]) относятся к негладким методам и не накладывают
никакие иные ограничения на вид решений замкнутой системы в про-
странстве состояний, кроме обеспечения терминальных свойств. С дру-
гой стороны, методы управления, накладывающие ограничения на вид
траекторий замкнутой системы (например, [3]), обеспечивают только
асимптотическую устойчивость. Исследования, обобщающие условия
ограниченности решений сразу и в пространстве состояний, и во вре-
мени, редки, несмотря на высокую практическую ценность. В текущем
исследовании результат [9], в котором описан метод управления с огра-
ничениями по выходной переменной, расширен таким образом, чтобы
дополнительно решить задачу терминальной стабилизации.
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2. Основной результат
Рассмотрим линейную систему с возмущающим воздействием:

(1) 𝑥̇ = 𝐴𝑥+𝐵𝑢+𝐷𝑓, 𝑦 = 𝐶𝑥,

где 𝑥(𝑡) ∈ 𝑅𝑛 — известный вектор состояния, 𝑢(𝑡) ∈ 𝑅 — сигнал управ-
ления, 𝑦(𝑡) ∈ 𝑅 — выходная переменная. Матрицы 𝐴[𝑛×𝑛], 𝐵[1×𝑛] =

[0, . . . , 0, 𝑏]𝑇 и 𝐶[𝑛×1] известны, причем 𝐶𝐵 = 𝑐𝑛𝑏 ̸= 0, 𝑛 > 1 — по-
рядок системы, 𝐷 — известная матрица возмущающих воздействий,
𝑓(𝑡) ∈ 𝑅 — неизвестное ограниченное возмущающее воздействие. Бу-
дем считать, что условия управляемости и наблюдаемости для системы
(1) выполнены. Цель управления задана условием:

(2) 𝑦(𝑡) ∈ 𝑌 = {𝑦(𝑡) ∈ 𝑅, 𝑡 ∈ [0;𝑇 ) : 𝑔(𝑡) < 𝑦(𝑡) < 𝑔(𝑡)},
где 𝑔(𝑇 ) = 𝑔(𝑇 ) = 0, 𝑇 > 0. Рассмотрев замену координат

(3) 𝑦 = Φ(𝜀, 𝑡)

и с учетом наличия возмущений в (1), получим:

(4) 𝑦̇ =
𝜕Φ(𝜀, 𝑡)

𝜕𝜀
𝜀̇+

𝜕Φ(𝜀, 𝑡)

𝜕𝑡
,

(5) 𝜀̇ =

(︂
𝜕Φ(𝜀, 𝑡)

𝜕𝜀

)︂−1(︂
𝐶𝐴𝑥+ 𝐶𝐵𝑢+𝐷𝑓 − 𝜕Φ(𝜀, 𝑡)

𝜕𝑡

)︂
.

Для обеспечения устойчивости траекторий 𝜀 выберем закон управ-
ления в виде

(6) 𝑢 = − (𝐶𝐵)
−1

(︂
𝐶𝐴𝑥+ 𝑘𝜀

𝜕Φ(𝜀, 𝑡)

𝜕𝑡

)︂
,

где 𝑘 > 0 — настраиваемый коэффициент. Сформулируем теорему.
Теорема 1. Пусть для объекта управления (1) определены ограни-

чивающие функции 𝑔(𝑡) и 𝑔(𝑡), найдено преобразование координат (1),
удовлетворяющее условиям: область значений функции ограничена
𝑔(𝑡) < Φ(𝜀, 𝑡) < 𝑔(𝑡), 0 ⩽ 𝑡 < 𝑇 ; всегда существует обратное преобра-
зование 𝜀 = Φ−1(𝑦, 𝑡), ∀𝑥 ∈ 𝑋, 0 ⩽ 𝑡 < 𝑇 ; функция Φ(𝜀, 𝑡) непрерывно-
дифференцируема по 𝜀, 𝑡, причем det

(︁
𝜕Φ(𝜀,𝑡)
𝜕𝑡

)︁
̸= 0, 𝑥 ∈ 𝑋; функции

𝜕Φ(𝜀,𝑡)
𝜕𝑡 , 𝜕Φ(𝜀,𝑡)

𝜕𝜀 ограничены ∀𝜀 ∈ 𝑅, 𝑡 ⩾ 0; lim𝜀→∞
(︁
𝜕Φ(𝜀,𝑡)
𝜕𝜀

)︁
𝜀 = 0. Тогда

закон управления (6) обеспечивает выполнение целевого условия (2) с
заданным временем установления 𝑇 .

Доказательство теоремы представлено в [5].
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3. Результаты моделирования

На рис. 1 представлены 2 примера замкнутой системы с неустой-
чивой матрицей состояния объекта (1), с различными видами ограни-
чивающих функций и различным заданным временем установления.
Сигналы 𝑦1(𝑡) и 𝑦2(𝑡) соответствуют траектории замкнутой системы
без внешних возмущений и с возмущениями. В качестве функции воз-
мущений выбран мультигармонический сигнал с амплитудами гармо-
ник, соизмеримыми с максимальными значениями ограничивающий
функций.

Рис. 1: Графики замкнутой системы при разных 𝑔(𝑡), 𝑔(𝑡), 𝑇 .

Результаты моделирования подтверждают выполнение цели управле-
ния, существование решений строго внутри выбранных границ с нуле-
вого момента времени, терминальную стабилизацию объекта с задан-
ным временем установления в условиях внешних возмущающих воз-
действий.

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (Проект
№ 25-19-20075, https://rscf.ru/project/25-19-20075/) в ИПМаш РАН.

Список литературы

1. Song Y., Wang Y., Holloway J., Krstic M. Time-Varying Feedback for
Regulation of Normal-Form Nonlinear Systems in Prescribed Finite Time
// Automatica. 2017. V. 83. P. 4260–4265.

2. Orlov Y., Kairuz R.I.V., Aguilar L.T. Prescribed-Time Robust
Differentiator Design Using Finite Varying Gains // IEEE Control
Systems Letters. 2021. V. 6. P. 620–625.

3. Назин С.А., Поляк Б.Т., Топунов М.В. Подавление ограниченных внеш-
них возмущений с помощью метода инвариантных эллипсоидов // Ав-
томатика и телемеханика. 2007. № 3. С. 106–125.

91



4. Фуртат И.Б., Гущин П.А. Управление динамическими объектами с га-
рантией нахождения регулируемого сигнала в заданном множестве //
Автоматика и телемеханика. 2021. № 4. С. 121–139.

5. Вражевский С.А. Терминальная стабилизация динамических объектов
с ограничениями по выходной переменной // Мехатроника, автоматиза-
ция, управление. 2026. № 4. (принята к печати).

Terminal Control for Linear Systems under Output Signal
Bounds and External Disturbances

S. A. Vrazhevsky, A. I. Sergeev
Institute for Problems in Mechanical Engineering of the Russian Academy of

Sciences, Saint-Petersburg, Russia
vrazhevskij.s@gmail.com, sergeew.artur2013@yandex.ru

The problem of terminal control for linear dynamic systems is solved,
including taking into account external disturbances, with strict restrictions
on the output signal trajectories, starting from the zero moment of time.

92



УДК 531.36

Бифуркации автоколебательных режимов движения
шагающего аппарата с ветротурбиной в потоке среды

М. А. Гарбуз, Л. А. Климина
НИИ Механики МГУ им. М. В. Ломоносова, Москва, Россия

misha-garbuz@yandex.ru, klimina@imec.msu.ru

В работе исследуется динамика шагающего аппарата с пропеллер-
ной ветротурбиной, расположенного на горизонтальной шерохова-
той плоскости в стационарном потоке ветра. Механическая система
представляет собой машину Чебышева, связанную с пропеллером
посредством редуктора. Движение аппарата описывается автоном-
ной динамической системой с одной степенью свободы и цилиндри-
ческим фазовым пространством, близкой к гамильтоновой. Мате-
матическая модель системы сводится к дифференциальному урав-
нению второго порядка, которое содержит слагаемые, отвечающие
воздействию потока среды на ветротурбину и корпус устройства.
Проведен анализ положений равновесия и их устойчивости в за-
висимости от параметров системы. Основное внимание уделено ис-
следованию колебательных режимов движения, соответствующих
периодическим траекториям на фазовом цилиндре. Рассматрива-
ется эволюция этих режимов и бифуркации, возникающие при из-
менении параметров, что позволяет определить условия движения
аппарата навстречу потоку ветра.

Ключевые слова: шагающий аппарат, ветротурбина, автоколебания,
бифуркации, динамическая система, гамильтонова система, устой-
чивость.

1. Введение
Рассмотрим механическую систему, состоящую из стопоходящей

машины Чебышева и пропеллерной ветротурбины. Машина представ-
ляет собой плоскую платформу и четыре идентичных «ноги», закреп-
ленных на платформе (рис. 1). Каждая такая «нога» состоит из трех-
звенного лямбда-механизма с закрепленной голенью на свободном кон-
це. Механизм находится на горизонтальной плоскости в стационарном
потоке ветра, направленном параллельно линии движения корпуса.
Считаем, что проскальзывание между плоскостью и опорными «голе-
нями» отсутствует, корпус все время движения остается горизонталь-
ным, а «голени» механизма попарно соединены жесткими невесомыми
рейками, что исключает их отклонение от вертикали. При наложен-
ных связях механизм описывается как динамическая система с одной

93



степенью свободы [1].
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Рис. 1: Слева: общая схема механической системы. Справа: детальная
схема лямбда-механизма

Положение системы задается углом поворота 𝜙 между платформой
и кривошипом 𝑂𝐴.

Считаем, что поток ветра имеет плотность 𝜌, постоянную скорость
𝑉 и горизонтальное направление навстречу пропеллеру. Следуя квази-
статическому подходу [2], сведем воздействие потока к силам лобового
сопротивления, действующим на пропеллер и корпус, соответственно,
а также к аэродинамическому моменту, который действует со стороны
потока на пропеллер. Влиянием потока на другие элементы системы
будем пренебрегать.

2. Уравнения движения
Уравнения движения в безразмерных переменных имеют вид:

(1)
𝑑𝜙

𝑑𝜏
=
𝜕𝐻

𝜕𝑧
= 𝜔,

𝑑𝑧

𝑑𝜏
= −𝜕𝐻

𝜕𝜙
+ 𝜀𝑄(𝜙, 𝑧).

Здесь 𝜏 — характерный масштаб по времени, 𝐻(𝜙, 𝑧) =
𝑧2

2𝑘(𝜙)
+ 𝑗𝑝(𝜙)

— функция Гамильтона, 𝑄(𝜙, 𝑧) — безразмерная обобщенная сила, 𝜀
— безразмерный параметр, отвечающий за интенсивность неконсерва-
тивных слагаемых системы (1) по сравнению с консервативными сла-
гаемыми.
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Все функции, стоящие в правой части системы (1), 𝜋-
периодические. Поэтому фазовое пространство системы представля-
ет собой цилиндр (𝜙 mod 𝜋, 𝜔). Положения кривошипа 𝜙 = ±𝜋/2
соответствуют смене опорных ног. Таким образом, при указанных зна-
чениях фазовые траектории теряют гладкость (но при этом остаются
непрерывными).

В работе [1] были исследованы самоподдерживающиеся режимы
движения, соответствующие перемещению корпуса механизма с посто-
янной средней скоростью навстречу ветру. Задача настоящей работы
состоит в изучении возможных движений автоколебательного типа.

3. Неподвижные точки, анализ устойчивости

Показано, что в системе может быть не более 4 положений равно-
весия. Доказано, что положение равновесия вблизи точки 𝜙 = 0 всегда
является седлом.
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Рис. 2: Возможные положения равновесия при различных значениях
скорости потока 𝑉

На рис. 2 представлена диаграмма, демонстрирующая зависимость
положений равновесия от скорости набегающего потока. Если скорость
потока нулевая, то механизм имеет 2 положения равновесия: 𝜙 = 0 и
𝜙 = 𝜋/2. Первое является седлом и соответствует положению, при
котором две ноги в фазе переноса занимают наивысшее положение.
Второе — устойчивый фокус. В этом положении механизм обладает

95



наименьшей потенциальной энергией, опорные ноги механизма попар-
но сменяются.

При увеличении скорости ветра от 0 до 3, 2 м/с на фазовой плоско-
сти существует только 2 указанных положения равновесия. При зна-
чении 𝑉 = 𝑉1 = 2, 2 м/с происходит мягкая потеря устойчивости, при
которой фокус теряет устойчивость и вокруг него рождается притяги-
вающий предельный цикл. Затем этот цикл расширяется до момента
слияния с сепаратрисой седла и разрушается.

В некотором диапазоне существует 4 положения равновесия: 2
неустойчивых фокуса и 2 седла. Затем последовательно происходят
седлоузловые бифуркации и положения равновесия разрушаются.

4. Заключение

В работе исследована динамика шагающего аппарата с пропел-
лерной ветротурбиной в потоке среды. Исследованы возможные по-
ложения равновесия и условия их устойчивости. Показано, что при
некотором значении скорости ветра в системе происходит бифурка-
ция Андронова-Хопфа, сопровождающаяся мягкой потерей устойчиво-
сти. При дальнейшем изменении этого параметра наблюдаются седло-
узловые бифуркации и возникновение до четырех положений равнове-
сия.

Обнаруженные автоколебательные режимы соответствуют замкну-
тым траекториям на фазовом цилиндре и описывают периодическое
движение аппарата. Полученные результаты позволяют определить
условия реализации самоподдерживающегося движения аппарата на-
встречу потоку.

Исследование выполнено в рамках госзадания МГУ им. М.В. Ломоносова.
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Bifurcations of Self-Oscillatory Regimes of a Walking
Mechanism With a Wind Turbine in a Wind Flow

M. A. Garbuz, L. A. Klimina
Institute of Mechanics of LMSU, Moscow, Russia
misha-garbuz@yandex.ru, klimina@imec.msu.ru

The paper investigates the dynamics of a walking mechanism equipped
with a propeller wind turbine, positioned on a rough horizontal surface in
a steady wind flow. The mechanical system is a Chebyshev plantigrade
machine connected to the propeller via a gearbox. The motion of the
vehicle is described by an autonomous dynamical system with one degree of
freedom and a cylindrical phase space, which is close to Hamiltonian. The
mathematical model of the system reduces to a second-order differential
equation containing terms that account for the interaction of the flow
with the wind turbine and the vehicle body. An analysis of equilibrium
positions and their stability depending on the system parameters is carried
out. The main attention is paid to the study of oscillatory motion regimes
corresponding to periodic trajectories on the phase cylinder. The evolution
of these regimes and the bifurcations that occur as the parameters vary
are examined, making it possible to determine the conditions under which
the vehicle moves against the wind flow.
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Максимизация средней скорости робота тримарана с
помощью аналитических оценок

С. А. Голованов1, Л. А. Климина2, В. А. Самсонов2

МГУ имени М.В. Ломоносова, Москва, Россия1

НИИ механики МГУ, Москва, Россия2

sergey.golovanov@math.msu.ru, klimina@imec.msu.ru, samson@imec.msu.ru

Исследуется перемещение робота тримарана в жидкости за счет
движения внутренних масс и гидродинамических сил. Предлага-
ется аналитический метод нахождения значений геометрических
параметров, при которых повышается значение средней скорости
центра масс робота на установившемся режиме движения.

Ключевые слова: робот тримаран, движение внутренних масс, уста-
новочный угол

1. Введение

Перемещение объектов в жидкости, вызванное движением внутрен-
них масс, интенсивно изучается как одна из актуальных проблем ро-
бототехники. Подробный обзор основных результатов в этой области
можно найти, например, в [1].

В данной работе исследуется движение в жидкости робота трима-
рана, вызванное вращением внутреннего маховика. Приводятся кон-
структорские решения по оптимизации его скоростных характеристик.

2. Постановка задачи

Корпус робота тримарана состоит из центральной платформы (кап-
сулы) и трех одинаковых цилиндрических поплавков (рис. 1), имеющих
в сечении форму аэродинамического профиля NACA0015. Центр масс
капсулы совпадает с центром масс всей системы и находится в точке 𝐺.
𝐺𝜉𝜂 — оси геометрической и динамической симметрии капсулы. Хор-
ды задних поплавков симметричны относительно оси 𝐺𝜉 и образуют с
данной осью угол 𝛽, называемый установочным углом. Внутри капсу-
лы установлен динамически симметричный маховик с осью вращения,
проходящей через центр масс капсулы и перпендикулярной основанию
платформы.

Для изучения движения робота тримарана на поверхности жидко-
сти введена горизонтальная система координат 𝑂𝑥𝑦. 𝑥, 𝑦, 𝑥̇, 𝑦̇ — соот-
ветственно координаты и скорости центра масс тримарана, 𝜑 — угол
курса (угол между осью 𝑂𝑥 и осью 𝐺𝜉).
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Рис. 1: Конструкция робота тримарана

К маховику прикладывается управляющий момент, являющийся
периодической функцией времени. Периодические колебания махови-
ка приводят к периодическим колебаниям всего корпуса и возникнове-
нию гидродинамических сил, описываемых на основе квазистатической
модели, подробно рассмотренной в [2]. Уравнения движения строятся
на основе Лагранжева формализма. В [2] была предложена функция
управления, выводящая движение системы на установившийся режим,
при котором 𝜑(𝑡), 𝑦(𝑡) — периодические функции времени, 𝑥(𝑡) ↗ —
безреверсное движение вдоль оси 𝑂𝑥. Средние значения проекций тя-
нущей силы (результирующая гидродинамических сил) за период удо-
влетворяют условиям: 𝐹𝑥 = 0, 𝐹𝑦 = 0. Значение установочного угла 𝛽
бралось нулевым. Уравнения движения интегрировались численно, с
помощью метода Рунге-Кутты.

В [3] рассматривалось движение робота тримарана из состояния
покоя. Дана аналитическая оценка значений 𝛽, приводящих к увели-
чению 𝐹𝑥.

В данной работе рассматривается установившийся режим движе-
ния и строится аналитическая оценка значений 𝛽, повышающих вели-
чину проекции средней скорости 𝑥̇ на установившемся режиме.
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3. Основной результат

Движение системы на периодическом режиме разбивается на че-
тыре фазы, характеризующиеся знаками 𝜑 и 𝜑̇. В результате введения
дополнительных предположений о малости некоторых углов, о соот-
ношениях между средними значениями угловых скоростей и внешних
сил на различных фазах установившегося движения, а также постро-
ения оценок для средних сил установлено, что максимальная средняя
скорость робота на установившемся режиме движения достигается при
значениях установочного угла 𝛽, близких к нулю.

Исследование выполнено в рамках госзадания МГУ имени М.В. Ломоносова
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УДК 517.977

Построение оценок для максимальных абсолютных значений
переменных состояния нелинейных динамических систем,

замкнутых обратной связью

А. Е. Голубев
ИПМех РАН, Москва, Россия

v-algolu@hotmail.com

Рассматривается задача стабилизации нулевого значения вектора
состояния нелинейных динамических систем с учетом ограничений
на абсолютные величины переменных состояния. Для стабилизи-
рующей обратной связи, построенной при помощи метода линеа-
ризации обратной связью по состоянию в сочетании с дальнейшим
использованием линейного модального управления, получены га-
рантированные оценки максимальных значений абсолютных вели-
чин переменных состояния замкнутой системы.

Ключевые слова: стабилизация, линеаризация обратной связью по
состоянию, бэкстеппинг, барьерная функция Ляпунова

1. Постановка задачи
Исследуется задача стабилизации нулевого значения вектора состо-

яния нелинейной динамической системы, которая может быть записана
в виде

𝑥̇1 = 𝑥2,

...
𝑥̇𝑛−1 = 𝑥𝑛,

𝑥̇𝑛 = 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)𝑢,

(1)

где 𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)
T ∈ R𝑛 — вектор состояния системы, 𝑢 ∈ R —

управление, функции 𝑓(𝑥) и 𝑔(𝑥) локально липшицевы, 𝑔(𝑥) ̸= 0 при
всех 𝑥 ∈ R𝑛.

Для произвольных заданных положительных констант 𝑀𝑗 > 0,
𝑗 ∈ 1, 𝑛, требуется найти обратную связь 𝑢 = 𝑢(𝑥) по состоянию, обес-
печивающую для начальных значений 𝑥(0) таких, что |𝑥𝑗(0)| < 𝑀𝑗 ,
𝑗 ∈ 1, 𝑛, выполнение на решениях замкнутой системы (1) условия
‖𝑥(𝑡)‖ → 0 при 𝑡→ +∞ с учетом гарантированных оценок

(2) |𝑥𝑗(𝑡)| < 𝑀𝑗 , 𝑗 ∈ 1, 𝑛, 𝑡 ⩾ 0.

Здесь ‖ · ‖ — евклидова норма в R𝑛.
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2. Решение задачи стабилизации и оценка абсолютных
величин переменных состояния

С использованием управления на основе метода линеаризации об-
ратной связью, имеющего вид

(3) 𝑢 =
1

𝑔(𝑥)

(︁
−𝑓(𝑥)−

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜅𝑖𝑛𝑥𝑖

)︁
,

и замены переменных состояния

(4) 𝑧1 = 𝑥1, 𝑧𝑗 = 𝑥𝑗 +

𝑗−1∑︁
𝑖=1

𝜅𝑖𝑗𝑥𝑖, 𝑗 ∈ 2, 𝑛,

где

𝜅𝑗𝑗 =

𝑗∑︁
𝑠=1

𝑐𝑠, 𝜅1𝑗 =

𝑗∏︁
𝑠=1

𝑐𝑠,

𝜅𝑗−𝑠+1,𝑗 =
∑︁

1⩽𝑖1<𝑖2<...<𝑖𝑠⩽𝑗

𝑐𝑖1𝑐𝑖2 . . . 𝑐𝑖𝑠 , 𝑠 = 2, 𝑗 − 1,

замкнутая обратной связью (3) система (1) запишется как

𝑧̇1 = 𝑧2 − 𝑐1𝑧1,
𝑧̇2 = 𝑧3 − 𝑐2𝑧2,

...
𝑧̇𝑛−1 = 𝑧𝑛 − 𝑐𝑛−1𝑧𝑛−1,

𝑧̇𝑛 = −𝑐𝑛𝑧𝑛,

(5)

Здесь 𝑐𝑗 > 0, 𝑗 ∈ 1, 𝑛, — произвольные положительные постоянные,
определяющие корни характеристического уравнения системы (5), ко-
торые совпадают с −𝑐𝑗 < 0, 𝑗 ∈ 1, 𝑛, что гарантирует асимптоти-
ческую устойчивость в целом положения равновесия 𝑧 = 0 системы
(5), 𝑧 = (𝑧1, . . . , 𝑧𝑛)

T ∈ R𝑛. Отметим, что в силу равенств (4) положе-
ние равновесия 𝑥 = 0 замкнутой системы (1) глобально асимптотиче-
ски устойчиво, а корни характеристического уравнения также равны
−𝑐𝑗 < 0, 𝑗 ∈ 1, 𝑛.

С использованием барьерной функции Ляпунова по аналогии с рас-
суждениями, рассмотренными в [1, 2], показано, что для любых кон-
стант 𝑁𝑗 > 0, 𝑗 ∈ 1, 𝑛, таких, что 𝑐𝑗𝑁𝑗 ⩾ 𝑁𝑗+1, 𝑗 ∈ 1, 𝑛− 1, и про-
извольных начальных значений 𝑧𝑗(0), |𝑧𝑗(0)| < 𝑁𝑗 , 𝑗 ∈ 1, 𝑛, решения
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𝑧 = 𝑧(𝑡) системы (5) удовлетворяют неравенствам

(6) |𝑧𝑗(𝑡)| < 𝑁𝑗 , 𝑗 ∈ 1, 𝑛, 𝑡 ⩾ 0.

Далее, при помощи соотношений (4), принимая во внимание неравен-
ства (6), получены гарантированные оценки (2) для переменных состо-
яния 𝑥 = 𝑥(𝑡) системы (1), замкнутой обратной связью (3).

Работа выполнена по теме госзадания (№ госрегистрации 124012500443-0).
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The problem of stabilizing the zero value of the state vector of nonlinear
dynamic systems is considered, taking into account constraints on the
absolute values of the state variables. For a stabilizing feedback constructed
using the state feedback linearization approach in combination with sub-
sequent use of linear modal control, guaranteed estimates of the maximum
absolute values of the closed-loop system’s state variables are obtained.
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УДК 517.977

Управление движением квадрокоптера на базе оценки
вектора состояния наблюдателем

А. Е. Голубев, А. А. Хорошева
ИПМех РАН, Москва, Россия

v-algolu@hotmail.com, a.khoroscheva@yandex.ru

Рассматривается задача стабилизации траектории пространствен-
ного движения квадрокоптера в условиях неполноты измеряемой
информации о состоянии системы. Осуществлен синтез законов
управления в виде обратных связей по измеряемому выходу с ис-
пользованием оценки вектора состояния наблюдателем с высокими
коэффициентами усиления.

Ключевые слова: линеаризация обратной связью по состоянию, на-
блюдатель состояния, стабилизация, квадрокоптер

1. Введение

В настоящее время большое количество публикаций (см., напри-
мер [1,2]) посвящено исследованиям в области разработки алгоритмов
автоматического управления движением квадрокоптеров. Как прави-
ло, при решении задач управления измерениям доступна только часть
вектора состояния аппарата. Одним из методов оценки полного век-
тора состояния динамической системы является построение наблюда-
теля состояния. В работе решается задача стабилизации траектории
пространственного движения квадрокоптера с использованием оцен-
ки вектора состояния системы при помощи наблюдателя с высокими
коэффициентами усиления.

2. Постановка задачи

Рассматриваются уравнения пространственного движения квадро-
коптера как твердого тела, которые могут быть представлены следую-
щим образом [1]:

(1)

(︃
𝑥(4)

𝑦(4)

)︃
=

(︂
𝑓1
𝑓2

)︂
− 𝐹

𝑚
cos𝜙

(︂
sin𝜓 cos𝜓
− cos𝜓 sin𝜓

)︂
×

×
(︂
sec2 𝜙 tg𝜙 tg 𝜃

0 sec 𝜃

)︂(︂
𝑀̃𝑥

𝑀̃𝑦

)︂
,

𝑧 = −𝑔 + 𝐹

𝑚
cos𝜙 cos 𝜃, 𝜓 = 𝑀̃𝑧,
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где 𝑥, 𝑦, 𝑧 — координаты центра масс квадрокоптера в инерциальной
системе отсчета; 𝜙, 𝜃, 𝜓 — углы крена, тангажа и рыскания, соответ-
ственно; 𝑚 — масса квадрокоптера; 𝑔 — ускорение свободного падения;
𝐹 — сила тяги, создаваемая моторами аппарата; 𝑀̃ = (𝑀̃𝑥, 𝑀̃𝑦, 𝑀̃𝑧)

T

— вектор управляющих моментов; 𝑓1, 𝑓2 — функции переменных со-
стояния, вид которых указан в [1]. Предполагается, что измерениям
доступны переменные 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝜓.

Решается задача стабилизации заданной траектории 𝑥 = 𝑥𝑟(𝑡), 𝑦 =
𝑦𝑟(𝑡), 𝑧 = 𝑧𝑟(𝑡), 𝜓 = 𝜓𝑟(𝑡) пространственного движения квадрокоптера,
которая заключается в следующем: найти такие силу тяги 𝐹 и моменты
𝑀̃ как функции измеряемых переменных, гарантирующие выполнение
условий 𝑥(𝑡)−𝑥𝑟(𝑡)→ 0, 𝑦(𝑡)−𝑦𝑟(𝑡)→ 0, 𝑧(𝑡)−𝑧𝑟(𝑡)→ 0, 𝜓(𝑡)−𝜓𝑟(𝑡)→
0 при 𝑡→ +∞.

3. Построение наблюдателя и решение задачи стабилизации

Используем законы управления в виде обратных связей по состоя-
нию системы (1), предложнные в работе [1]. Для оценки неизмеряемых
компонент 𝑥(𝑖), 𝑦(𝑖), 𝑖 = 1, 3, 𝑧̇, 𝜓̇ состояния динамической системы (1),
где через (𝑖) обозначен порядок производной по времени, предлагается
наблюдатель состояния, имеющий следующий вид:

(2)

𝜉11 = 𝜉12 + 𝜅1𝑙11(𝑥− 𝜉11), 𝜉21 = 𝜉22 + 𝜅2𝑙21(𝑦 − 𝜉21),
𝜉12 = 𝜉13 + 𝜅21𝑙12(𝑥− 𝜉11), 𝜉22 = 𝜉23 + 𝜅22𝑙22(𝑦 − 𝜉21),
𝜉13 = 𝜉14 + 𝜅31𝑙13(𝑥− 𝜉11), 𝜉23 = 𝜉24 + 𝜅32𝑙23(𝑦 − 𝜉21),
𝜉14 = 𝑓11 + 𝜅41𝑙14(𝑥− 𝜉11), 𝜉24 = 𝑓21 + 𝜅42𝑙24(𝑦 − 𝜉21),
𝜉31 = 𝜉32 + 𝜅3𝑙31(𝑧 − 𝜉31), 𝜉41 = 𝜉42 + 𝜅4𝑙41(𝜓 − 𝜉41),
𝜉32 = 𝑓31 + 𝜅23𝑙32(𝑧 − 𝜉31), 𝜉42 = 𝑓41 + 𝜅24𝑙42(𝜓 − 𝜉41).

Здесь переменная 𝜉1𝑗 рассматривается как оценка 𝑥(𝑗−1), 𝜉2𝑗 — как
оценка 𝑦(𝑗−1), 𝑗 = 1, 4, 𝜉3𝑗 — как оценка 𝑧(𝑗−1), 𝜉4𝑗 — как оценка 𝜓(𝑗−1),
𝑗 = 1, 2; постоянные 𝜅𝑖 > 1, 𝑖 = 1, 4, представляют собой настраива-
емые параметры наблюдателя; коэффициенты 𝑙𝑖𝑗 , 𝑖 = 1, 4, 𝑗 = 1, 4,
выбираются так, чтобы матрицы 𝐴𝑖 + 𝐿𝑖𝐶𝑖 были гурвицевы, где
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𝐴𝑖 =

⎛⎜⎜⎝
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0

⎞⎟⎟⎠ , 𝐿𝑖 = (𝑙𝑖1, 𝑙𝑖2, 𝑙𝑖3, 𝑙𝑖4)
T, 𝐶𝑖 = (1, 0, 0, 0), 𝑖 = 1, 2,

𝐴𝑖 =

(︂
0 1
0 0

)︂
, 𝐿𝑖 = (𝑙𝑖1, 𝑙𝑖2)

T, 𝐶𝑖 = (1, 0), 𝑖 = 3, 4.

В наблюдателе (2) в функциях 𝑓𝑖1, 𝑖 = 1, 4, переменные состояния
системы (1) заменены на соответствующие оценки 𝜉𝑖𝑗 . Коэффициенты
усиления наблюдателя (2) выбираются согласно результатам, получен-
ным в работе [2], и гарантируют асимптотическое стремление ошибки
оценки состояния системы (1) к нулю. Далее, оценка состояния систе-
мы (1) наблюдателем (2) используется в стабилизирующих обратных
связях по состоянию, полученнных в [1], вместо вектора состояния. Ра-
ботоспособность полученнных алгоритмов управления следует из вы-
полнения нелинейного принципа разделения и проверена при помощи
численного моделирования.

4. Заключение

Предложено решение задачи стабилизации траектории движения
квадрокоптера в пространстве на основе оценки вектора состояния при
помощи наблюдателя с высокими коэффициентами усиления. Предпо-
лагается, что измерениям доступны координаты центра масс аппарата
и угол рысканья.
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Сontrol of Quadcopter Motion Based on Estimation of State
Vector by Observer

A. E. Golubev, A. A. Khorosheva
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The problem of stabilizing reference trajectories of quadcopter spatial
motion is considered. We suppose that the center of mass coordinates and
yaw angle values only are available for direct measurements. Feedback
control laws are synthesized using state vector estimates made by a high-
gain observer.

УДК 531.38

Управление перевернутым маятником на колесе без обода

Ю. Ф. Голубев, В. В. Корянов
ИПМ им. М. В. Келдыша РАН, Москва, Россия

golubev@keldysh.ru, korianov@keldysh.ru

Исследуется упрощенная динамическая модель движения системы
«штанга на колесе без обода», которая находится на наклонной опо-
ре. Найдены условия, при выполнении которых штанга вызывает
движение колеса вверх по склону из положения равновесия. Выпол-
нено качественное исследование полученных уравнений движения.

Ключевые слова: колесо без обода, штанга, оптимальное управле-
ние, склон, компьютерное моделирование

1. Введение
Движение колеса без обода можно рассматривать как простейший

аналог двуногой ходьбы [1]. Пассивное стационарное движение колеса
без обода в горизонтальном направлении, а тем более вверх по скло-
ну даже при наличии начальной скорости невозможно из-за невоспол-
нимых потерь кинетической энергии при ударе спиц об опорную по-
верхность. В этом случае нужен дополнительный внешний источник
энергии, им может быть сила тяжести. Изменяя наклон штанги от-
носительно вертикали электроприводом, можно смещать центр масс
системы и тем самым нужным образом влиять на движение колеса.
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Установлено энергетически оптимальное управление движением
штанги. Построено отображение Пуанкаре для последовательности
шагов колеса и выявлены условия существования стационарных то-
чек отображения. Для стационарного движения дана аналитическая
оценка максимального управляющего штангой момента в зависимости
от параметров системы.

Данная работа продолжает цикл исследований, приведенных в [2].

2. Кинетический момент и силовая функция системы

Колесо без обода, рассматриваемое как абсолютно твердое тело,
представляет собой однородный центральный диск, к которому по пе-
риферии равномерно прикреплены одинаковые однородные радиаль-
ные спицы длины 𝑙 от центра колеса до края спицы. Угол между спи-
цами пусть будет 2𝛼 > 0. Он предполагается одинаковым для любой
пары спиц (см. рис. 1). Масса колеса равна 𝑀 , его осевой момент инер-
ции относительно конца спицы равен 𝐼, а центр масс колеса совпадает
с центром диска. К центру диска шарнирно прикреплена штанга мас-
сы 𝑚. Центр масс штанги расположен в точке 𝐶 на расстоянии 𝑎 от
центра колеса. Момент инерции штанги относительно ее центра масс
обозначим 𝐽 . На систему действует сила тяжести с ускорением g, реак-
ция опоры, а также управляющий момент между колесом и штангой.

2𝛼
𝜙

𝜗

g

𝐴

𝜓𝑎

𝐶

𝐵𝑙

𝑥

𝑦

Рис. 1: Перевернутый маятник на колесе без обода

На рис. 1 приведены (в том числе) используемая правая декартова
система координат, а также координата 𝑥 (наиболее удаленная от 𝐴
точка опоры колеса), и углы 𝜙, 𝜓. Цель управления состоит в том,
чтобы вывести колесо из положения равновесия с опорой на две спицы
и заставить его катиться по прямой 𝐴𝐵.
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Координаты и скорости центра масс штанги имеют вид

𝑥𝑏 = 𝑥−𝑙 sin(𝜙−𝜃)− 𝑎 sin(𝛾−𝜃), 𝑦𝑏 = 𝑙 cos(𝜙−𝜃) + 𝑎 cos(𝛾−𝜃),

𝑥̇𝑏=−𝑙𝜙̇ cos(𝜙−𝜃)−𝑎𝛾̇ cos(𝛾−𝜃), 𝑦̇𝑏=−𝑙𝜙̇ sin(𝜙−𝜃)−𝑎𝛾̇ sin(𝛾−𝜃),

где 𝛾 = 𝜙+ 𝜓 есть угол между штангой и вертикалью.
Кинетическая энергия системы выражается формулой

𝑇 = (𝐼 +𝑚𝑙2)
𝜙̇2

2
+𝑚𝑎𝑙𝜙̇(𝜙̇+ 𝜓̇) cos𝜓 + (𝐽 +𝑚𝑎2)

(𝜙̇+ 𝜓̇)2

2
.

Кинетический момент K системы относительно точки (𝑥, 0):

K = e𝑧{𝐼𝜙̇+𝑚[𝑙𝜙̇(𝑙 + 𝑎 cos𝜓) + 𝑎(𝜙̇+ 𝜓̇)(𝑎+ 𝑙 cos𝜓)] + 𝐽(𝜙̇+ 𝜓̇)},

где e𝑧 — единичный вектор оси 𝐴𝑧.
Силовая функция 𝑈 системы дается выражением

𝑈 = −𝑔[(𝑀 +𝑚)𝑙 cos𝜙+𝑚𝑎 cos 𝛾].

3. Основные результаты и выводы
Было проведено исследование [3], по результатам которого можно

сделать следующие выводы.
1. Корпус при двуногой ходьбе может играть активную роль, спо-

собствуя движению аппарата или затрудняя его.
2. Для обеспечения максимального ускорения колеса в одноопорной

фазе движения штанга должна быть в допустимых пределах макси-
мально отклонена от вертикали в сторону желаемого ускорения колеса.
При отсутствии ограничений на наклон штанги она должна составлять
с вертикалью прямой угол.

3. Оптимальный в смысле максимума угловой скорости колеса за-
кон управления штангой на последовательности шагов отличается от
локально оптимального закона управления, полученного для одно-
опорной фазы движения. Оптимальный закон требует сохранять по-
ложение штанги, соответствующее нижней границе допустимой зоны
отклонения штанги от вертикали.

4. Последовательность угловых скоростей при смене опорных ног,
сопровождаемой ударами об опорную поверхность, имеет при доста-
точном угле наклона штанги устойчивую неподвижную точку, соот-
ветствующую стационарной угловой скорости вращения колеса. Ста-
ционарная угловая скорость колеса зависит от ограничений на управ-
ление.
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5. Установлено, что силовой управляющий момент зависит лишь от
момента, создаваемого весом штанги, и от момента, создаваемого си-
лой инерции, соответствующей проекции ускорения центра колеса на
перпендикуляр к штанге, повернутый относительно штанги в положи-
тельном направлении. Найдена расчетная формула для максимально-
го управляющего силового момента, соответствующая стационарному
движению колеса в зависимости от углов поворота штанги.
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A simplified dynamic model of the motion of a “rod on a rimless wheel”
system located on an inclined support is investigated. Conditions are found
under which the rod causes the wheel to move uphill from its equilibrium
position. A qualitative analysis of the resulting equations of motion is
performed.
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Прямое управление положением конечной точки
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Для манипуляторов с неизбыточным числом степеней свободы
предложен метод синтеза ограниченных обобщенных моментов,
обеспечивающих отслеживание конечной точкой манипулятора за-
данной траектории в условиях неопределенных массо-инерционных
характеристик. Данный подход не требует решения обратной зада-
чи кинематики и снижает вычислительную нагрузку.

Ключевые слова: конечная точка манипулятора, неопределенные
параметры, метод иерархии управлений, сигмовидное управление

В качестве модели объекта управления рассматривается механиче-
ская часть 𝑛-звенного полноприводного манипулятора

(1) 𝑞1 = 𝑞2, 𝑞2 = 𝐻−1(𝑞1)[𝑢− 𝐶(𝑞1, 𝑞2)𝑞2 −𝐺(𝑞1)]; 𝑦 = ℎ(𝑞1),

где 𝑞1, 𝑞2 ∈ 𝑅𝑛 — измеряемые векторы обобщенных координат и ско-
ростей; 𝑦 ∈ 𝑌 ⊂ 𝑅𝑛 — вектор положения конечной точки манипулято-
ра, 𝑌 — рабочее пространство, определяемое допустимыми конфигура-
циями и длиной звеньев манипулятора; 𝐻𝑛×𝑛(𝑞1) > 0 — матрица инер-
ции, det𝐻−1(𝑞1) ̸= 0; 𝐶𝑛×𝑛(𝑞1, 𝑞2) — матрица центростремительных и
кориолисовых сил; 𝐺𝑛×1(𝑞1) — вектор гравитационных сил. Управле-
нием является вектор обобщенных моментов 𝑢 ∈ 𝑅𝑛, в процессе регу-
лирования нужно обеспечить их гладкость и ограниченность:

(2) ‖𝑢(𝑡)‖ ⩽ 𝑈, ‖𝑢̇(𝑡)‖ ⩽ 𝑈, 𝑡 ⩾ 0.

Рассматривается задача управления положением конечной точки
на плоскости или в пространстве для манипуляторов с неизбыточным
числом степеней свободы 2 или 3 соответственно. Учитывается точеч-
ная масса схвата с грузом, которая меняется в процессе управления и
порождает параметрическую неопределенность модели (1). Ставится
задача синтеза статической обратной связи с ограниченным управле-
нием, обеспечивающим отслеживание конечной точкой манипулятора
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заданной траектории 𝑦r(𝑡) ∈ 𝑌 с некоторой точностью

(3) ‖𝑦(𝑡)− 𝑦r(𝑡)‖ ⩽ 𝛿1, 𝑡 > 𝑇 > 0.

Обычно обратная задача кинематики 𝑞1 = ℎ−1(𝑦1) не имеет анали-
тического решения и требует применения численных методов, которые
сильно зависят от выбора начальной точки и часто не позволяют по-
лучить решение с нужной точностью за разумное время.

В работе [1] предложен прямой метод управления конечной точ-
кой в условиях неопределенности на основе канонической формы вход-
выход, не требующий решения обратной задачи кинематики. Для син-
теза робастного управления применялся динамический наблюдатель
возмущений.

В данной работе задача (3) также решается прямым методом, но
без дополнительного расширения пространства состояний замкнутой
системы. В рамках блочного подхода формализована специальная на-
стройка сигмовидных обратных связей на основе неравенств, обеспе-
чивающих подавление неопределенностей. Использование известных
свойств производной гамильтониана лагранжевых систем позволило
синтезировать робастное ограниченное управление, реализуемое с ми-
нимальными вычислительными операциями в реальном времени.

Запишем первое уравнение системы (1) относительно ошибок сле-
жения 𝑒1 = 𝑦 − 𝑦𝑟 ∈ 𝑅𝑛:

(4) 𝑒̇1 = 𝐵(𝑞1)𝑞2 − 𝑦̇𝑟, 𝐵𝑛×𝑛 = (𝜕ℎ/𝜕𝑞1),

где матрица частных производных имеет полный ранг всюду кроме ко-
нечного числа особых точек. В рамках блочного подхода декомпозиру-
ем задачу синтеза на две элементарные подзадачи: синтез фиктивного
управления в подсистеме (4); синтез истинного управления 𝑢.

В качестве фиктивного управления рассматривается вектор 𝑞2, вы-
бираемый в виде функций обобщенного гиперболического тангенса

(5) 𝑞*2 = −𝑃𝑀1 tanh(𝐾1𝑒1),

где 𝑀1,𝐾1 ∈ 𝑅𝑛×𝑛 — диагональные матрицы коэффициентов усиле-
ния, 𝑃 ∈ 𝑅𝑛×𝑛 — бинарная матрица перестановок. Введена невязка
между реальным и желаемым (5) фиктивным управлением 𝑒2 = 𝑞2−𝑞*2 ,
с учетом (1), (4) составлена виртуальная система

(6)
𝑒̇1 = 𝐵(𝑞1)(𝑒2 − 𝑃𝑀1 tanh(𝐾1𝑒1))− 𝑦̇𝑟,
𝑒̇2 = 𝐻−1(𝑞1)[𝑢− 𝐶(𝑞1, 𝑞2)(𝑒2 + 𝑞*2)−𝐺(𝑞1)] + Λ,
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где Λ = 𝑑
𝑑𝑡𝑃𝑀1 tanh(𝐾1𝑒1). Сформировано сигмовидное управление

(7) 𝑢 = −𝑀2 tanh(𝐾2𝑒2), 𝑒2 = 𝑞2 + 𝑃𝑀1 tanh(𝐾1(ℎ(𝑞1)− 𝑦𝑟),

где 𝑀2,𝐾2 ∈ 𝑅𝑛×𝑛 — диагональные матрицы коэффициентов усиле-
ния.

В первом уравнении (6) 𝑦̇𝑟 рассматривается как ограниченное воз-
мущение ‖𝑦̇𝑟(𝑡)‖ ⩽ 𝑌1, 𝑡 ⩾ 0. Показано, что если при отслежива-
нии 𝑦𝑟(𝑡) не возникают особые конфигурации, где det𝐵(𝑞1) = 0, то
тогда после стабилизации невязки за конечное время

(8) ‖𝑒2(𝑡)‖ ⩽ 𝛿2, 𝑡 > 𝑡0 > 0, 𝑡0 < 𝑇

выбором коэффициентов фиктивного управления (5) на основе нера-
венств, формализованных в рамках метода иерархии управлений [2],
обеспечивается целевое условие (2). Для настройки истинного управ-
ления (7) проведен анализ производной квадратичной формы 𝑉 =
1
2𝑒

T
2𝐻(𝑞1)𝑒2, записанной в силу второго уравнения (6):

𝑉̇ = 𝑒T2𝐻(𝑞1)𝑒̇2 +
1

2
𝑒T2 𝐻̇(𝑞1)𝑒2 = 𝑒T2 [𝑢− 𝑓(𝑞1, 𝑞2, 𝑦𝑟)]+

+ 𝑒T2

(︂
1

2
𝐻̇(𝑞1)− 𝐶(𝑞1, 𝑞2)

)︂
𝑒2, 𝑓 = −𝐶(𝑞1, 𝑞2)𝑞*2 −𝐺(𝑞1) +𝐻Λ,

где 𝑒T2 ( 12𝐻̇(𝑞1) − 𝐶(𝑞1, 𝑞2))𝑒2 ≡ 0. Показано, что при ‖𝑓(𝑡)‖ ⩽ 𝐹, 𝑡 ⩾ 0
требование (8) обеспечивается выбором коэффициентов управления (7)
на основе неравенств, составленных для «худшего» случая неопре-
деленных параметров, не требующих точного знания элементов мат-
риц 𝐻(𝑞1), 𝐶(𝑞1, 𝑞2), 𝐺(𝑞1) и их вычисления в реальном времени.

С учетом 𝑌1 и ограничений (2) получена оценка минимально воз-
можной ошибки слежения (3) в установившемся режиме.

Таким образом, разработан универсальный метод робастного
управления конечной точкой манипулятора без решения обратной за-
дачи кинематики. Он может потребовать составления громоздких оце-
ночных выражений на этапе проектирования, но зато имеет высокую
вычислительную эффективность в реальном времени.
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For manipulators with an irredundant number of degrees of freedom,
a method for synthesizing generalized moments is proposed. These mo-
ments ensure that the manipulator’s endpoint tracks a given trajectory
under conditions of uncertain mass-inertial characteristics. This approach
ensures control constraints, eliminates the need to solve an inverse kine-
matics problem, and reduces computational overhead.
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В ряде недавних работ изучались свойства траекторий управляе-
мых систем при ограничениях на норму управления в пространстве
𝐿𝑝 (𝑝 > 1), в частности, зависимость семейств траекторий от пара-
метра 𝑝. В данном докладе для аффинных по управлению систем
доказана непрерывность множеств достижимости в хаусдорфовой
метрике при 𝑝 → 1 и 𝑝 → ∞. Для линейных систем получены оцен-
ки скорости сходимости.

Ключевые слова: Управляемая система, интегральные ограниче-
ния, множество достижимости, зависимость от параметра
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1. Введение

В работах [1–3] был исследован вопрос о непрерывной зависимо-
сти шаров в пространстве 𝐿𝑝 от 𝑝 > 1. В данной работе, опираясь на
полученные результаты, мы изучаем предельное поведению множеств
достижимости при ограничении на норму управления в пространстве
𝐿𝑝 при 𝑝 → 1 и 𝑝 → ∞. Отметим , что множество достижимости при
𝑝 = 1 совпадает (с точностью до замыкания) с множеством достижимо-
сти системы с импульсным управлением при ограничении на полную
вариацию управления, при 𝑝 =∞ — это множество достижимости си-
стемы с геометрическим ограничением.

2. Основной результат

Рассматриваются множества достижимости управляемых систем
на заданном промежутке времени [𝑡0, 𝑡1] с управлениями из 𝐿𝑝[𝑡0, 𝑡1],
где 1 ⩽ 𝑝 ⩽ ∞. Ограничения на управления имеют вид 𝑢(·) ∈ 𝐵𝑝(𝜇),
где 𝐵𝑝(𝜇) = {𝑢(·) ∈ 𝐿𝑝 : ‖𝑢(·)‖𝑝 ⩽ 𝜇}, ‖𝑢(·)‖𝑝 — норма в 𝐿𝑝,
‖𝑢(·)‖∞ = ess sup{‖𝑢(𝑡)‖ : 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑡1]}. Управляемая система задана
уравнением

(1) 𝑥̇(𝑡) = 𝑓1(𝑡, 𝑥(𝑡)) + 𝑓2(𝑡, 𝑥(𝑡))𝑢(𝑡), 𝑡0 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑡1, 𝑥(𝑡0) = 𝑥0,

где 𝑥(𝑡) ∈ R𝑛 — состояниe системы, 𝑢(𝑡) ∈ R𝑟 — управление, 𝑓1 :
R𝑛+1 → R𝑛, 𝑓2 : R𝑛+1 → R𝑛×𝑟 — определены на множестве [𝑡0, 𝑡1]×𝐷,
𝐷 ⊂ R𝑛 — выпуклый компакт, начальное состояние 𝑥0 ∈ int𝐷 фиксиро-
вано. Функции 𝑓1(𝑡, 𝑥) и 𝑓2(𝑡, 𝑥) непрерывны и имеют непрерывные про-
изводные по 𝑥, на [𝑡0, 𝑡1]×𝐷. Считаем, что для каждого 𝑢(·) ∈ 𝐵1(𝑟𝜇)
(𝑟 = max{1, 𝑡1−𝑡0}) решение системы (1) 𝑥(𝑡, 𝑢(·)) определено на [𝑡0, 𝑡1]
и принадлежит множеству 𝐷.

Определение 1. Множеством достижимости системы (1) при
ограничении 𝑢(·) ∈ 𝐵𝑝(𝜇) называется множество

𝑅𝑝(𝜇) = {𝑥(𝑡1, 𝑢(·)) : 𝑢(·) ∈ 𝐵𝑝(𝜇)}.

Теорема 1. Отображение 𝑝 → 𝑅𝑝(𝜇) непрерывно по Хаусдорфу
при 𝑝 ∈ [1,∞].

Утверждение теоремы при 𝑝 > 1 является непосредственным
следствием результатов работ [1–3] и непрерывности отображения
𝑥(𝑡1, 𝑢(·)) : 𝐿1 ↦→ R𝑛. При 𝑝 = 1 доказательство теоремы опирается
на конечномерность пространства состояний и равномерную ограни-
ченность множеств достижимости.
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В случае линейной системы

(2) 𝑥̇(𝑡) = 𝐴(𝑡)𝑥(𝑡) +𝐵(𝑡)𝑢(𝑡), 𝑡0 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑡1, 𝑥(𝑡0) = 𝑥0,

получены оценки погрешности аппроксимации при 𝑝→ 1 и при 𝑝→∞.
Теорема 2. Пусть система (2) вполне управляема. Для каждого

𝑝 > 1 существует константа 𝐶, такая что

ℎ(𝑅𝑝(𝜇), 𝑅∞(𝜇)) ⩽ 𝐶
1

𝑝
, ∀𝑝 ⩾ 𝑝+ 3.

Теорема 3. Пусть система (2) вполне управляема и матричная
функция 𝐵(𝑡) липшицева на [𝑡0, 𝑡1]. Найдутся 𝐶 > 0, 𝑝 > 1, такие
что

ℎ(𝑅𝑝(𝜇), 𝑅1(𝜇)) ⩽ 𝐶 |ln (𝑝− 1)| (𝑝− 1), 1 < 𝑝 ⩽ 𝑝.

Доказательство полученных оценок использует представление хау-
сдорфова расстояния между выпуклыми множествами через их опор-
ные функции.

В докладе также обсуждаются алгоритмы построения множеств
достижимости. Для линейной системы алгоритм использует форму-
лы для вычисления опорных векторов на границе 𝑅𝑝. В нелинейном
случае применяется принцип максимума Понтрягина для граничных
траекторий. Результаты проведенных численных экспериментов согла-
суются с полученными в теоремах 2, 3 теоретическими оценками. От-
метим, что при 𝑝 → 1 помимо более медленной сходимости алгорит-
мов возникают значительные вычислительные погрешности, которые
в случае линейных систем могут быть уменьшены с помощью исполь-
зования специальных процедур интегрирования.

Работа выполнена при поддержке Российского научного фонда (Проект № 25-
11-00269), https://rscf.ru/project/25-11-00269/.

Список литературы

1. Guseinov K.G., Ozer O., Akyar E., Ushakov V.N. The Approximation of
Reachable Sets of Control Systems With Integral Constraint on Controls
// Nonlinear Differential Equations and Applications. 2007. V. 14. No. 1–2.
P. 57–73.

2. Huseyin A., Huseyin N., Guseinov K.G. Continuity of 𝐿𝑝 Balls and an
Application to Input-Output Systems // Math. Notes. 2022. V. 111. No. 1.
P. 58–70.

3. Huseyin A. On the Vietoris Semicontinuity Property of the 𝐿𝑝 Balls at 𝑃 = 1
and an Application // Arch. Math. 2023. V. 121. No. 2. P. 171–182.

116



4. Gusev M.I. On Some Properties of Reachable Sets for Nonlinear Systems
With Control Constraints in 𝐿𝑝 // Proc. Steklov Inst. Math. 2024. V. 327.
Suppl. 1. P. 124–137.

5. Gusev M.I. Asymptotic Behavior of Reachable Sets With Lp-Bounded
Controls // Ural Math. J. 2025. V. 11. No. 2. P. 128–143.

Limit Behavior of Reachable Sets Under Control–Norm
Constraints in the Space 𝐿𝑝

M. I. Gusev
N. N. Krasovskii Institute of Mathematics and Mechanics, Yekaterinburg,

Russia
gmi@imm.uran.ru

Recent studies have investigated the properties of trajectories in cont-
rolled systems subject to control-norm constraints in the space 𝐿𝑝 (𝑝 > 1),
and in particular, examined the dependence of families of trajectories on
the parameter 𝑝. In this talk, for systems affine in control, we prove the
continuity of reachability sets in the Hausdorff metric as 𝑝→ 1 and 𝑝→∞.
For linear systems, we obtain estimates of the convergence rate.
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В работе приводятся результаты исследования плоских периодиче-
ских колебаний системы двух тел, соединенных сферическим шар-
ниром, которая движется по эллиптической орбите в гравитацион-
ном поле Земли. Периодические решения дифференциальных урав-
нений движения строятся в форме степенных рядов по малому па-
раметру с использованием методов теории возмущений. В рамках
предложенного подхода было показано, что движение системы двух
тел в плоскости слабо эллиптической орбиты определяются в форме
периодических колебаний. Проведено исследование устойчивости в
линейном приближении динамического положения равновесия си-
стемы.

Ключевые слова: система двух тел, сферический шарнир, гравита-
ционный момент, эллиптическая орбита, уравнения Лагранжа, сте-
пенные ряды, периодические решения, устойчивость

1. Введение
В работе представлены результаты исследования динамики систе-

мы двух тел (спутник–стабилизатор), соединенных сферическим шар-
ниром, движущейся по эллиптической орбите в центральном гравита-
ционном поле в плоскости орбиты. Подробное рассмотрение динамики
различных типов составных схем спутник–стабилизатор и гравитаци-
онных систем ориентации представлено в [1, 2]. Детальное исследова-
ние колебаний спутника (твердого тела) в плоскости эллиптической
орбиты и условий их устойчивости проведено в работе [3]. Исследова-
ния плоских колебаний системы двух связанных тел на эллиптической
орбите, проводились лишь для простых случаев, когда центры масс
первого и второго тел совпадают [4,5].

В данной работе рассматриваются плоские колебания системы двух
тел на эллиптической орбите в случае, когда сферический шарнир рас-
положен на пересечении главных центральных осей инерции первого
и второго тела. Методами символьных вычислений с помощью систем
компьютерной алгебры удается построить периодическое решение за-
дачи в виде степенного ряда по малому параметру и провести анализ
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устойчивости динамического положения равновесия в линейном при-
ближении путем вычисления матрицы монодромии и ее собственных
значений.

2. Уравнения движения, периодические решения
Уравнения движении системы двух тел, соединенных сферическим

шарниром, в плоскости эллиптической орбиты относительно центра
масс в орбитальной системе координат 𝑂𝑋𝑌 𝑍, ось 𝑂𝑍 которой на-
правлена вдоль радиуса-вектора, соединяющего центр масс Земли и
центр масс системы двух тел, ось 𝑂𝑋 направлена вдоль вектора линей-
ной скорости центра масс, ось 𝑂𝑌 совпадает с нормалью к плоскости
орбиты, имеют следующий вид:
(1)

− (1 + 𝑒 cos𝜗)𝛼′′
2 + 2𝑒𝛼′

2 sin𝜗+
𝐵1 +𝑀𝑎21
𝑀𝑎1𝑎2

(︀
(1 + 𝑒 cos𝜗)𝛼′′

1 − 2𝑒𝛼′
1 sin𝜗

)︀
− 𝑒(1 + 𝑒 cos𝜗)(𝛼′

2 + 1)2 + 2𝑒 sin𝜗

(︃
1− 𝐵1 +𝑀𝑎21

𝑀𝑎1𝑎2

)︃
+ 4𝑒

+
3𝑒(𝐴1 − 𝐶1 −𝑀𝑎21)

𝑀𝑎1𝑎2
= 0,

− (1 + 𝑒 cos𝜗)𝛼′′
1 + 2𝑒𝛼′

1 sin𝜗+
𝐵2 +𝑀𝑎22
𝑀𝑎1𝑎2

(︀
(1 + 𝑒 cos𝜗)𝛼′′

2 − 2𝑒𝛼′
1 sin𝜗

)︀
+ 𝑒(1 + 𝑒 cos𝜗)(𝛼′

1 + 1)2 + 2𝑒 sin𝜗

(︃
1− 𝐵2 +𝑀𝑎22

𝑀𝑎1𝑎2

)︃
+ 2𝑒

+
3𝑒(𝐴2 − 𝐶2 −𝑀𝑎22)

𝑀𝑎1𝑎2
= 0.

Здесь 𝛼1, 𝛼2 — самолетные углы тангажа ориентации оси инерции пер-
вого и второго тела относительно орбитальной системы координат, 𝜗
— истинная аномалия и 𝑒 эксцентриситет орбиты [1]. Символ штрих в
(1) означает дифференцирование по переменной 𝜗. 𝐴𝑖, 𝐵𝑖, 𝐶𝑖 — глав-
ные центральные моменты инерции тел; 𝑀 =𝑀1𝑀2/(𝑀1 +𝑀2); 𝑀𝑖 —
масса 𝑖-го тела. Рассматривается случай, когда шарнир расположен на
пересечении главных центральных осей инерции спутника и стабилиза-
тора, тогда координаты сферического шарнира в связанных с каждым
телом системе координат будут иметь значения 𝑎1, 𝑎2.

На эллиптической орбите нулевого положения равновеси 𝛼1 =
𝛼2 = 0 системы не существует из-за неравномерности вращения
радиуса-вектора, соединяющего центры масс Земли и системы двух
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тел. Это положение равновесия, которое имеет место на круговой орби-
те, переходит в периодические эксцентриситетные колебания в плоско-
сти орбиты. Эксцентриситетные колебания представляют собой част-
ное периодическое решение системы уравнений (1). Системе (1) удо-
влетворяет нулевое стационарное 𝛼1 = 𝛼2 = 0.

Общего аналитического решения нелинейной системы (1) не суще-
ствует. Для поиска решений системы (1) будем использовать методы
теории возмущений и алгоритмы символьных вычислений степенных
рядов, предложенные в работах [6] и [7]. Периодическое решение, опре-
деляющее эксцентриситетные колебания системы двух соединенных
тел, представлялось в виде разложения в ряд по степеням малого па-
раметра до квадратичного члена 𝑒 (𝑒≪ 1):

𝛼𝑖(𝜗) = 𝑒𝛼𝑖
(1)(𝜗) + 𝑒2𝛼𝑖

(2)(𝜗) + . . . .

3. Анализ устойчивости
Анализ устойчивости динамического положения равновесия про-

водился по следующей схеме. С использованием выражения для ки-
нетической энергии и силовой функции и выполняя преобразование
Лежандра был определен гамильтониан 𝐻. Для исследования устой-
чивости периодических решений определялись новые канонические пе-
ременные 𝑝𝑖, 𝑞𝑖. Перепишем гамильтониан 𝐻 в новых канонических пе-
ременных и разложим его в степенной ряд по 𝑝𝑖, 𝑞𝑖 до второго порядка
включительно 𝐻 = 𝐻0 + 𝐻1 + 𝐻2, где 𝐻𝑘 — однородный многочлен
𝑘-го порядка относительно канонических переменных 𝑝𝑖, 𝑞𝑖, которые
рассматриваются как малые возмущения периодического решения. В
результате получим значение квадратичной части 𝐻2 гамильтониана,
которая определяет линеаризованные дифференциальные уравнения
возмущенного движения с периодическими коэффициентами. Возму-
щенное движение системы описывается линейной системой четырех
дифференциальных уравнений с периодическими коэффициентами.

Вычисляя матрицу монодромии и проведя анализ ее собственных
значений, получим согласно теории Ляпунова условия устойчивости
периодических решений в линейном приближении.

4. Заключение
В настоящей работе были построены периодические решения урав-

нений движения системы двух тел, связанных сферическим шарни-
ром, которая движется по слабо эллиптической орбите и рассмотрены
условия устойчивости динамического положения равновесия системы
в линейном приближении.
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This paper presents the results of a study of planar periodic oscillations
of a system of two bodies connected by a spherical hinge, moving in
an elliptical orbit in Earth gravitational field. Using perturbation theory
methods, periodic solutions of the differential equations of motion are
constructed in the form of power series in a small parameter. Using the
proposed approach, it was shown that the motion of the two-body system in
the plane of a weakly elliptical orbit is determined by periodic oscillations.
A stability study of the dynamic equilibrium of a system was conducted in
the linear approximation.
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Предлагается алгоритм управления нелинейными объектами с за-
паздыванием в условиях возмущения. Алгоритм состоит из пре-
диктора регулируемой величины и предиктора возмущения. С ис-
пользованием метода функционалов Ляпунова–Красовского и S-
процедуры получены достаточные условия устойчивости замкнутой
системы в виде разрешимости линейных матричных неравенств.

Ключевые слова: нелинейные системы, запаздывание, субпредик-
тор, линейные матричные неравенства, S-процедура

1. Введение

На практике широко распространены задачи управления процес-
сами с запаздыванием в канале управления. Для устойчивых линей-
ных объектов с запаздыванием в [1] впервые был предложен предик-
тор Смита для прогноза регулируемой величины на время запазды-
вания. Позже А. Манитиус и А. Олброт в работе [2] предложили ме-
тод управления на основе пропорционально-интегрального предиктора
для неустойчивых линейных систем, который построен на базе реше-
ния уравнения объекта. В [3,4] было показано, что численная реализа-
ция предиктора [2] может стабилизировать только определенный класс
неустойчивых объектов с запаздыванием. В [5] предложен новый пре-
диктор для неустойчивых объектов. По сравнению с [2] схема прогно-
за [5] не содержит интегральной составляющей, поэтому техническая
реализация и расчет параметров в [5] проще, чем в [2]. В [6, 7] ре-
зультаты [5] обобщены на объекты с большим временем запаздывания
путем использования субпредиктора, осуществляющего многошаговое
прогнозирование. Однако работы [5–7] применимы только для линей-
ных систем. В настоящей работе предложено обобщить результаты ра-
боты [6,7] на объекты с секторной нелинейностью.
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2. Постановка задачи

Рассмотрим нелинейный объект с запаздыванием в канале управ-
ления, который описывается уравнением

𝑥̇(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) + 𝐹𝜑(𝑥(𝑡)) +𝐵𝑢(𝑡− ℎ),
𝑥(0) = 𝑥0, 𝑡 ⩾ 0, 𝑢(𝑠) = 0, 𝑠 < 0,

(1)

где 𝑥(𝑡) ∈ R𝑛 — измеряемый вектор состояния, 𝑢(𝑡) ∈ R𝑚 — управляю-
щий сигнал, 𝜑(·) : R𝑛 → R𝑛 — известная нелинейная функция, для ко-
торй существует коэффициент 𝐿 > 0 такой, что для любых 𝑥1, 𝑥2 ∈ R𝑛

выполнено условие |𝜑(𝑥1)− 𝜑(𝑥2)| ⩽ 𝐿|𝑥1 − 𝑥2|, ℎ > 0 — известное вре-
мя запаздывания. При этом матрицы 𝐴, 𝐵, 𝐹 имеют соответствующие
размеры и известны, причем пара (𝐴,𝐵) является управляемой.

Целью работы является разработка алгоритма управления, обеспе-
чивающего выполнение заданного целевого условия

lim
𝑡→∞

|𝑒(𝑡)| ⩽ 𝛿,(2)

где 𝛿 = 𝑂
(︁
ℎ(𝑟+1)lim𝑡→∞|𝜙(𝑟+1)(𝑡)|

)︁
.

3. Основноый результат

Закон управления системы имеет вид:

𝑢(𝑡) = 𝑢1(𝑡) + 𝑢2(𝑡).(3)

Чтобы сформировать закон управления 𝑢1(𝑡), потребуется прогноз
вектора состояния модели ошибки на время запаздывания ℎ, т.е. 𝑥(𝑡+
ℎ). Для этого введем предиктор регулируемой величины

˙̄𝑥(𝑡) = 𝐴𝑥̄(𝑡) + 𝐹𝜑(𝑥̄(𝑡)) +𝐷(𝑥(𝑡)− 𝑥̄(𝑡− ℎ)) +𝐵𝑢1(𝑡),(4)

где матрица 𝐷 выбираются для обеспечения ограниченности решений
уравнения 𝜔̇(𝑡) = 𝐴𝜔(𝑡)−𝐷𝜔(𝑡− ℎ).

Управляющий сигнал 𝑢1(𝑡), обеспечивающий устойчивость замкну-
той системы, определяется следующим образом:

(5) 𝑢1(𝑡) = −𝐾𝑥̄(𝑡),

где матрица 𝐾 выбирается из условия гурвицевости матрицы 𝐴−𝐵𝐾.
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Для отделения возмущения от ошибки прогнозирования предлага-
ем вспомогательный контур:

𝑒̇𝑎(𝑡) = 𝐴𝑒𝑎(𝑡)−𝐷𝑒𝑎(𝑡− ℎ) + 𝐹 [𝜑(𝑥(𝑡))− 𝜑(𝑥̄(𝑡− ℎ))] +𝐵𝑢2(𝑡− ℎ).
(6)

Теперь определяем оценку возмущения с помощью выражения

𝜙(𝑡) = 𝐵+
(︁
ˆ̇
𝜁(𝑡)−𝐴𝜁(𝑡) +𝐷𝜁(𝑡− ℎ)

)︁
,(7)

где ˆ̇
𝜁𝑖(𝑡) =

𝑝
𝜇𝑝+1𝜁𝑖(𝑡), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛 — наблюдатель производных.

Для прогнозирования возмущения 𝜙(𝑡) используется теорема
Лагранжа, как в работе [6, 7], то есть предиктор возмущения:

𝜙(𝑡+ ℎ) =

𝑟+1∑︁
𝑗=1

(−1)𝑗−1𝐶𝑗𝑟+1𝜙(𝑡− ℎ(𝑗 − 1)).(8)

Тогда закон управления 𝑢2(𝑡) имеет следующий вид:

𝑢2(𝑡) = −𝜙(𝑡+ ℎ).(9)

Для исследования устойчивости замкнутой системы используются
метод функционалов Ляпунова–Красовского и S-процедура, позволяю-
щие получить достаточные условия устойчивости в виде разрешимости
линейных матричных неравенств (ЛМН).

Теорема 1. Рассмотрим систему управления для исследования
устойчивости замкнутой системы. Пусть для заданного числа 𝛼 > 0
и матриц 𝐾,𝐷 существуют коэффициент 𝛽 > 0 и положительно
определенные матрицы 𝑃,𝑄, 𝑆, а также матрицы 𝑃2, 𝑃3 такие, что
следующая ЛМН имеет решение

Ψ :=

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
Ψ11 Ψ12 0 −ℎ𝑃𝑇2 𝐷𝑝 𝑃𝑇2 𝐵𝑝
* −𝑃3 − 𝑃𝑇3 + ℎ𝑆 0 −ℎ𝑃𝑇3 𝐷𝑝 𝑃𝑇3 𝐵𝑝
* * −𝑒−2𝛼ℎ𝑄 0 0
* * * −ℎ𝑆 0
* * * * −𝛾𝐼

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ < 0,(10)

где Ψ11 = 𝑃𝑇2 (𝐴𝑝 + 𝐷𝑝) + (𝐴𝑝 + 𝐷𝑝)
𝑇𝑃2 + 2𝛼𝑃 + 𝑄 + 𝛽𝐿2𝐼, Ψ12 =

𝑃 − 𝑃𝑇2 + (𝐴𝑝 +𝐷𝑝)
𝑇𝑃3. Тогда решения замкнутой системы предель-

но ограничены. Также будет выполнено условие цели lim
𝑡→∞

|𝑥(𝑡)| ⩽ 𝛿.
Дополнительно: все сигналы ограничены в замкнутой системе.
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4. Заключение

Синтезирован алгоритм управления нелинейными системами с за-
паздыванием в условиях возмущения. Алгоритм основан на использо-
вании предикторов регулируемой величины и возмущения. Получены
достаточные условия устойчивости замкнутой системы в виде разре-
шимости линейных матричных неравенств. Эффективность алгоритма
продемонстрирована результатами моделирования.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда
(Проект № 25-19-20075, https://rscf.ru/project/25-19-20075/) в ИПМаш РАН.
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An algorithm for controlling nonlinear objects with delay in the input
signal is proposed. The algorithm consists of a predictors of the controlled
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variable and disturbance. Using the Lyapunov–Krasovskii functional
method and the S-procedure, sufficient conditions for the stability of the
closed-loop system are obtained in the form of the feasibility of linear
matrix inequalities.

УДК 517.977.1

Построение управления на основе алгоритма обучения с
подкреплением для перевернутого маятника
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В данной работе рассматривается метод управления на основе неза-
висимого Q-обучения, не требующий предварительной идентифика-
ции модели или точного знания параметров системы, так как обуче-
ние происходит на основе измеренных данных. В работе проводится
синтез стабилизирующего управления для системы перевернутого
маятника, подтверждающий эффективность метода.

Ключевые слова: обучаемое управление, линейные системы, Q-
обучение, обучение с подкреплением

1. Введение
Разработка точных математических моделей осложняется нелиней-

ностью систем, упрощение которых может привести к неустойчивости
замкнутых управлением систем даже при малых отклонениях от поло-
жения равновесия. Методы управления, основанные на данных, при-
обретают популярность, адаптируясь к неопределенностям путем син-
теза законов управления непосредственно из наблюдаемого поведения
системы [1]. В данной статье под данными понимаются измеренные
значения состояния системы и входных управляющих воздействий. В
работе рассматриваются основные теоретические аспекты алгоритма
Q-обучения, а также практическая реализация.

2. Постановка задачи
Рассмотрим дискретную линейную систему вида:

(1) 𝑥𝑘+1 = 𝐴𝑥𝑘 +𝐵𝑢𝑘,

126



где 𝐴 ∈ R𝑛×𝑛 и 𝐵 ∈ R𝑛×𝑚 — матрицы системы. В алгоритме Q-
обучения происходит решение задачи дискретного LQR-управления
без знания параметров системы [2].

Задача управления LQR формулируется путем определения вклада
входного сигнала 𝑢𝑘 и состояния 𝑥𝑘 в функцию стоимости на бесконеч-
ном горизонте следующим образом:

(2) 𝐽(𝑥, 𝑢) =

+∞∑︁
𝑘=0

𝑥𝑇𝑘𝑄𝑥𝑘 + 𝑢𝑇𝑘𝑅𝑢𝑘,

где 𝑄 = 𝑄𝑇 , 𝑅 = 𝑅𝑇 — положительно определенные матрицы. Це-
лью Q-обучения является вычисление {𝑢𝑘}𝑁−1

𝑘=0 , которая минимизирует
функционал (2). Закон управления ищется в форме 𝑢𝑘 = −𝐾𝑥𝑘.

3. Основной результат
Определим Q-функцию как значение функционала для произволь-

ного управления 𝑢𝑘 в момент времени 𝑘 и 𝑢𝑡 = −𝐾𝑥𝑡, начиная с мо-
мента времени 𝑡 = 𝑘 + 1:

(3) Q𝐾(𝑥𝑘, 𝑢𝑘) = 𝑥𝑇𝑘𝑄𝑥𝑘 + 𝑢𝑇𝑘𝑅𝑢𝑘 + 𝑉 𝐾(𝑥𝑘+1).

Заметим, что для линейных систем вида (1) функция стоимости 𝑉 𝐾

может быть выражена следующим образом:

(4) 𝑉 𝐾 (𝑥𝑘) = 𝑥𝑇𝑘 𝑃
𝐾𝑥𝑘,

где 𝑃𝐾 ≻ 0 — решение уравнения Ляпунова [3]. Используем равенство

(5) Q𝐾 (𝑥𝑘,−𝐾𝑥𝑘) ≜ 𝑉 𝐾 (𝑥𝑘) .

Объединив (2), (3), (4), (5) получим:

(6) 𝑧𝑇𝑘 Θ
𝐾𝑧𝑘 = 𝑧𝑇𝑘 𝑄𝑧𝑘 + 𝜁𝑇𝑘+1Θ

𝐾𝜁𝑘+1,

где
𝑧𝑘 = [𝑥𝑇𝑘 , 𝑢

𝑇
𝑘 ]
𝑇 , 𝑄 = diag(𝑄,𝑅), 𝜁𝑘+1 = [𝑥𝑇𝑘+1, 𝑢

𝑇
𝑘+1]

𝑇 ,

Управление определяется минимизацией Q-функции:

𝑢*𝑘 = argminQ𝐾(𝑥𝑘, 𝑢𝑘) ⇒ 𝑢*𝑘 = −Θ−1
22 Θ12𝑥𝑘.

Для поиска матрицы Θ𝐾 , необходимо решить систему уравнений (6).
Поиск будет происходить итеративно: находим Θ𝐾 , далее 𝑢𝑘, снова Θ𝐾

и так до сходимости. Расчет начинается со случайного значения.
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Рис. 1: Стабилизация системы перевернутого маятника.

4. Численное моделирование
Для моделирования рассмотрим систему перевернутого маятника:

(7)

⎧⎨⎩
𝜃 = 𝜔,

𝜔̇ =− 𝑔

𝑙
sin(𝜃) +

1

𝑚𝑙2
𝑢,

где 𝑔 — ускорение свободного падения, 𝑙 — длина маятника, 𝑚 — масса
маятника, 𝑢 — управление, 𝜃 — угол отклонения. Пусть угол отклоне-
ния маятника 𝜃 мал. Тогда для линеаризации системы (7) рассмотрим
разложение 𝑠𝑖𝑛(𝜃) в ряд Тейлора вблизи неустойчивого положения рав-
новесия:

(8) sin(𝜃 + 𝜋) = −𝜃 + 𝜃3

3!
− 𝑜(𝜃5) ≈ −𝜃.

Далее построим стабилизирующее управление для линейной системы
перевернутого маятника. На рис. 1 продемонстрирована стабилизация
системы в верхнем положении равновесия.
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Designing a control system based on a reinforcement learning
algorithm for an inverted pendulum
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This paper research an off-policy Q-learning control method, which
does not require prior model identification or precise knowledge of the
system’s parameters, as learning occurs based on measured data. The paper
also synthesizes a stabilizing control for an inverted pendulum system,
confirming the method’s effectiveness.
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Для манипулятора с кинематической избыточностью решается за-
дача по перемещению груза из начального положения равновесия
в конечное. Импульсные управления используются для приводов
робота. Метод декомпозиции динамической системы опирается на
процедуру замораживания связей. При оптимизации применяются
вариации движений манипулятора, связанные с избыточностью ки-
нематических связей.

Ключевые слова: оптимизация управлений, манипуляционные ро-
боты

1. Введение
Рассмотрим манипуляционный робот с 𝑛 степенями свободы. Все

его звенья и груз считаем абсолютно твердыми телами. Обобщен-
ные координаты 𝑞1, . . . , 𝑞𝑛 однозначно определяют конструкцию ма-
нипулятора и положение груза. Вектор обобщенных координат q =
(𝑞1, . . . , 𝑞𝑛)

⊤ принадлежит множеству кинематически допустимых кон-
фигураций 𝐷 области пространства R𝑛. Положение и ориентацию гру-
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за в рабочей зоне задаем вектором q̃ = (𝑞1, . . . , 𝑞𝑚)
⊤
, 𝑚 ⩽ 6. Кине-

матическая избыточность обусловлена выполнением условия 𝑚 < 𝑛.
Полагаем, что конкретная кинематическая схема манипулятора опре-
деляет известные непрерывно дифференцируемые функции

(1) 𝑞𝑗 = 𝑓𝑗(q), q ∈ 𝐷, 𝑗 = 1,𝑚, 𝑚 < 𝑛.

Управляющие воздействия генерируются приводами по каждой обоб-
щенной координате отдельно.

Требуется найти программные управления 𝑢̃𝑖(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝜏 ], 𝑖 = 1, 𝑛,
переводящие груз из заданного начального положения равновесия
q̃(0) = q̃0 в заданное конечное положение равновесия q̃(𝜏) = q̃𝜏 , а
также время 𝜏 такого перевода.

При решении поставленной задачи используется метод декомпози-
ции [2, 3, 3]. Он позволяет общую задачу управления заменить серией
простых задач управления для отдельных обобщенных координат. В
своих исследованиях Е.С. Пятницкий, Ф.Л. Черноусько, С.А. Решмин
использовали релейные управления, а в настоящей работе применяют-
ся импульсные управления.

2. Основной результат
Для описания динамики манипуляционного робота используются

уравнения Лагранжа. Рассмотрим вспомогательную задачу нахожде-
ния программных управлений 𝑢𝑖(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝜏 ], 𝑖 = 1, 𝑛, переводящих ма-
нипулятор из заданного начального положения равновесия q(0) = q0 в
заданное конечное положение равновесия q(𝜏) = q𝜏 , а также время 𝜏
такого перевода. Согласно методу декомпозиции [3], для отрезка [0, 𝜏 ]
задается разбиение точками множества ∆ = {𝜏𝑘 ∈ R : 𝜏𝑘−1 < 𝜏𝑘, 𝑘 =
1, 𝑛, 𝜏0 = 0, 𝜏𝑛 = 𝜏}. Общая вспомогательная задача управления ма-
нипулятором заменяется серией простых задач управления на интер-
валах движения [𝜏𝑘−1, 𝜏𝑘], 𝑘 = 1, 𝑛. Координатные функции движения
простой задачи удовлетворяют условиям: 𝑞𝑘(·) — дважды непрерывно
дифференцируемая функция, 𝑞𝑘(0) = 𝑞0𝑘, 𝑞𝑘(𝜏) = 𝑞𝜏𝑘 , 𝑞𝑖(𝑡) = 𝑞𝑖(𝜏) при
1 ⩽ 𝑖 < 𝑘, 𝑞𝑖(𝑡) = 𝑞𝑖(0) при 𝑘 < 𝑖 ⩽ 𝑛, 𝑡 ∈ [𝜏𝑘−1, 𝜏𝑘], 𝑘 = 1, 𝑛. Находятся
импульсные управления

𝑢𝑘 (𝑡,q
𝜏 , 𝜗) = 𝑆0

𝑘 (q
𝜏 , 𝜗) 𝛿(𝑡− 𝜏𝑘−1)(2)

+𝑆𝜏𝑘 (q
𝜏 , 𝜗) 𝛿(𝑡− 𝜏𝑘), q𝜏 ∈ 𝐷, 𝜗 ∈ ∆, 𝑡 ∈ R,

которые обеспечивают в начальный момент 𝑡 = 𝜏𝑘−1 переход манипу-
лятора из положения равновесия 𝑞𝑘(0) = 𝑞0𝑘 на траекторию прямого
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пути, а в конечный момент 𝑡 = 𝜏𝑘 торможение манипулятора в конеч-
ном положении равновесия 𝑞𝑘(𝜏) = 𝑞𝜏𝑘 , 𝑘 = 1, 𝑛. Здесь 𝛿(·) — функция
Дирака, 𝜗 = (𝜏1, . . . , 𝜏𝑛)

⊤. Требуется существование единственного ре-
шения 𝑞𝑘 (𝑡,q

𝜏 , 𝜗) , 𝑡 ∈ [𝜏𝑘−1, 𝜏𝑘] краевой задачи для специального диф-
ференциального уравнения

𝑞𝑘 + 𝑏𝑘(𝑞𝑘, 𝑞𝑘) = 0, 𝑞𝑘(0) = 𝑞0𝑘, 𝑞𝑘(𝜏) = 𝑞𝜏𝑘 , 𝑘 = 1, 𝑛.

Рассмотрим импульсные управления с заданным ограничением их
совокупной энергии 𝐸 (q𝜏 , 𝜗) ⩽ 𝜈. Если условная минимизация вре-
мени поворота манипулятора 𝜏 реализуется при значении векторного
параметра 𝜗 = 𝜗0 (q𝜏 ) , q𝜏 ∈ 𝐷, то единственное субоптимальное про-
граммное управление вспомогательной задачи на отрезке [0, 𝜏0 (q𝜏 )],
где 𝜏0 (q𝜏 ) = 𝜗0𝑛 (q

𝜏 ), определяется, с учетом формулы (2), 𝑢0 (𝑡,q𝜏 ) =
𝑢
(︁
𝑡,q𝜏 , 𝜗0 (q𝜏 )

)︁
, q𝜏 ∈ 𝐷, 𝑡 ∈ [0, 𝜏0 (q𝜏 )].

Переходим к завершающей оптимизации, связанной с минимизаци-
ей функции 𝜏0 (q𝜏 ), при заданных ограничениях, определяемых век-
торной функцией (1) 𝑓(q𝜏 ) = 𝑞𝜏 , q𝜏 ∈ 𝐷. Если она имеет единственное
решение, то это решение определяет оптимизирующий векторный па-
раметр q𝜏0 и оптимальное время 𝜏0 = 𝜏0

(︁
q𝜏0
)︁
, а также единственное

субоптимальное программное управление исходной задачи транспор-
тировки груза 𝑢̃0(𝑡) = 𝑢0

(︁
𝑡,q𝜏0

)︁
, 𝑡 ∈ [0, 𝜏0].

Предложенный алгоритм управления реализован для плоского
трехзвенного манипулятора с цилиндрическими шарнирами и электро-
механическими приводами.

3. Заключение

При переходе от обобщенных импульсных управлений к реальным
можно использовать известные аппроксимации функции Дирака.
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Optimisation of Manipulator Control with Kinematic
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The task of moving a load from its initial equilibrium position to the
final position is being solved for a manipulator with kinematic redundancy.
Impulse control is used for robot drives. The method of decomposing a
dynamic system is based on the procedure of freezing the connections.
During optimisation, variations in manipulator movements are applied,
caused by the redundancy of kinematic links.
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Рассматривается механическое взаимодействие токоприемника по-
движного состава с контактной подвеской электрифицированной
железной дороги. Токоприемник и контактная подвеска моделиру-
ются системой твердых тел и упругих балок. Предполагается, что в
системе присутствует сервосвязь, обеспечивающая нормированную
величину нажатия полоза токоприемника на контактный провод.

Ключевые слова: токоприемник, контактная подвеска, системы
многих тел, неудерживающие связи, сервосвязи.

1. Введение

Важным направлением развития железнодорожного транспорта в
настоящее время является организация скоростного движения. Для та-
ких перевозок используется электроподвижной состав, цепь питания
которого включает в себя скользящий контакт между токоприемника-
ми и подвешенным над путями контактными проводом. От качества
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данного контакта существенно зависит как ресурс токоприемника и
контактного провода, так и безопасность движения. Качество контак-
та определяется силой нажатия токоприемника на контактный провод
[1]. При высоких скоростях движения поддержание нажатия в задан-
ных пределах особенно важно, в связи с чем актуальна задача разра-
ботки математических моделей взаимодействия токоприемника и кон-
тактного провода, в том числе с управлением нажатием по обратной
связи. В данной работе такая модель построена для токоприемника-
полупантографа, используемого на ряде отечественных скоростных
электропоездов, в частности, рассмотрен его перспективный управля-
емый вариант.

2. Описание модели

Рассматривается пространственная механическая система, состо-
ящая из твердых тел: кузова электропоезда, звеньев токоприемни-
ка, а также из контактной подвески, моделируемой балками Эйлера-
Бернулли (рис. 1). Для описания движения введена неподвижная си-

Рис. 1: Кинематическая схема системы: 𝑀0 — кузов, 𝑀1 и 𝑀4 — ниж-
няя и верхняя рамы, 𝑀2 и 𝑀3 — тяги, 𝑀5 — каретка, 𝑀6 — полоз, 𝐷
— привод нижней рамы, 𝐶𝐿 — контактный провод, 𝜃𝑖(𝑖 = 1...4), 𝑙, 𝑠 —
шарнирные координаты токоприемника.

стема координат 𝐶𝑆𝑟, связанная с рельсовым путем, а также подвиж-
ная система координат 𝐶𝑆0, связанная с кузовом, при чем кузов дви-
жется относительно пути по заданному закону.
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Уравнения движения звеньев токоприемника выводились в шар-
нирных координатах в форме уравнений Лагранжа II рода с неопреде-
ленными множителями, а также в форме уравнений Удвадии-Калабы
[2]. Второй метод вывода реализован в виде автоматического алгорит-
ма, допускающего построение уравнений движения для любой кине-
матической схемы, задаваемой через программный интерфейс. Движе-
ние контактной подвески описывается при помощи конечно-разностной
схемы, описанной, например, в [3, 4]. Схема контактной подвески мо-
жет задаваться через программный интерфейс. Алгоритм интегриро-
вания уравнений динамики предусматривает обработку неудерживаю-
щей связи (касание и отскок полоза).

3. Верификация
Для верификации построенной модели были рассмотрены неко-

торые характерные режимы работы токоприемника типа ЛА-19. На
рис. 2 приведены результаты моделирования одного из таких режи-
мов — подъема токоприемника из сложенного состояния до касания
контактного провода. Результирующее статическое нажатие соответ-

Необработанные данные
Фильтр высоких частот

Рис. 2: Изменение нажатия при подъеме токоприемника и касании кон-
тактного провода.

ствует требованию [1], а также значениям, полученным при натурных
измерениях.

Также был рассмотрен вариант токоприемника ЛА-19 с сервопри-
водом. Был построен алгоритм управления токоприемником, обеспе-
чивающий в процессе движения нажатие на контактный провод в пре-
делах значений, предписываемых [1].
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In this paper, we model mechanical interaction between the pantograph
current-collecting unit and the overhead contact line. The pantograph is
modelled with rigid bodies while the line is modelled with elastic beams.
We also consider a pantograph with feedback control used to maintain
desired pressure on the contact wire.
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В задаче о плоском движении вибрационного робота с дебалансом и
маховиком по шероховатой плоскости рассмотрен вариант алгорит-
ма управления, обеспечивающий безреверсное поступательное дви-
жение корпуса. Управление задается угловыми ускорениями деба-
ланса и маховика. Дана оценка моментов двигателей необходимых
для реализации управляющих ускорений.

Ключевые слова: вибро робот, управление, внутренний момент
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1. Введение

Работа посвящена актуальной задаче разработки роботов, способ-
ных функционировать в условиях агрессивной внешней среды. В [1,3]
был предложен робот, с внутренними вращающимися элементами, дви-
жение которого по шероховатой плоскости осуществлялось за счет
управления угловыми ускорениями этими элементами. Предложена
стратегия с контролируемым чередованием фаз опоры и скольже-
ния без трения. В данной работе рассматривается стратегия управ-
ления выхода системы на циклические этапы безреверсного движения
с учетом ограничений на угловые ускорения вращающихся элементов.
Получена оценка моментов двигателей, необходимых для реализации
управляющих ускорений.

Рис. 1: Эскиз механической системы.

2. Основной результат

Рассмотрено плоско-параллельное движение вибрационного робо-
та с дебалансом и маховиком, опирающегося двумя точками на ше-
роховатую горизонтальную плоскость. С корпусом робота связана по-
движная система координат 𝒮𝑥𝑦, где 𝑆 – центр масс корпуса. Управле-
нием угловым ускорением маховика достигается сохранение корпусом
робота горизонтальной ориентации. Управлением угловым ускорени-
ем дебаланса регулируются нормальные реакции в точках опоры. При
этом управление приводит к чередованию двух фаз состояния систе-
мы: опорной фазы (нормальные реакции в опорах положительны) и
безопорной фазы (нормальные реакции равны нулю). Выпишем без-
размерные уравнения поступательного движения системы:
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(1)

− 𝐿𝑥𝑆 ′′ = 𝐹𝑍0 + 𝐹𝑃0 − 𝜙′′ cos𝜙+ 𝜙′2 sin𝜙

− 𝐿𝑦𝑆 ′′ = 𝐿− 𝜙′′ sin𝜙− 𝜙′2 cos𝜙+𝑁𝑍0 +𝑁𝑃0

𝐽20𝛾
′′ = 𝑥𝑆

′′(𝑦𝐵0 − cos𝜙+ 𝑦𝐴0𝑚20)−
− 𝜙′′(1 + 𝐽30 − 𝑦𝐵0 cos𝜙+ 𝑥𝐵0 sin𝜙)−
+ 𝑦𝑆

′′(−𝑥𝐵0 − sin𝜙− 𝑥𝐴0𝑚20)− sin𝜙− 𝑥𝐴0𝑚20 − 𝑦𝐵0𝜙
′2 sin𝜙−

− 𝑥𝐵0 − 𝑥𝐵0𝜙
′2 cos𝜙+𝑁𝑍0𝑥𝑍0 − 𝐹𝑍0𝑦𝑍0 +𝑁𝑃0𝑥𝑃0 − 𝐹𝑃0𝑦𝑃0,

где 𝑥𝑆 , 𝑦𝑆 — координаты точки 𝑆 в неподвижных осях 𝑂𝑋𝑌 , 𝛾 —
угол вращения маховика, 𝜙 — угол вращения дебаланса, 𝑚10,𝑚20 —
массы корпуса и маховика соответственно, 𝐿 = −(1 +𝑚10 +𝑚20) < 0 ,
(𝑥𝐴0, 𝑦𝐴0), (𝑥𝐵0, 𝑦𝐵0), (𝑥𝑍0, 𝑦𝑍0), (𝑥𝑃0, 𝑦𝑃0) — координаты точек 𝐴,𝐵,𝑍,
𝑃 в осях 𝒮𝑥𝑦 соответственно, 𝐽10, 𝐽20 — центральные моменты инерции
маховика и дебаланса относительно оси перпендикулярной плоскости
движения соответственно,𝑁𝑍0, 𝐹𝑍0, 𝑁𝑃0, 𝐹𝑃0 — нормальная и танген-
циальная реакции в точках опоры 𝑍 и 𝑃 соответственно. Штрихом
обозначено дифференцирование по безразмерному времени 𝜏 = 𝑡

√︀
𝑔/𝑟.

Система (1) представляет собой систему переменной структуры, в
частности, по причине наложения на движение корпуса односторон-
ней связи: 𝑁𝑍0 ⩾ 0, 𝑁𝑃0 ⩾ 0 .

Получены оценки для внутренних моментов, требуемых для реали-
зации предложенного алгоритма. В частности, для реализации режима
полета эти моменты выглядят следующим образом:

(2) 𝑀13 = (cos𝜙𝜙′2 + 1) sin𝜙+ 𝜙′′(− cos𝜙2 + 𝐽30 + 1),𝑀12 = 𝐽20𝛾
′′,

где 𝑀13,𝑀12 — безразмерные величины моментов двигателей дебалан-
са и маховика соответственно.

3. Заключение
Рассмотрена задача о плоском движении вибрационного робота с

дебалансом и маховиком. Предложен вариант алгоритма управления,
обеспечивающий выход системы на режим циклического движения с
учетом ограничений на управляющие угловые ускорения дебаланса и
маховика. Получены оценки для моментов двигателей, необходимых
для реализации этапов предложенного алгоритма.

Исследование выполнено в рамках государственного задания Московского го-
сударственного университета имени М.В. Ломоносова.
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In the problem of planar motion of a vibration-driven robot with an
eccentric weight and flywheel on a rough surface, a control algorithm
variant is considered that ensures non-reversible translational motion of
the robot body. The control inputs are the angular accelerations of the
eccentric weight and flywheel. An estimate of the motor torques required
to implement the control accelerations is provided.
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Критерий Ляпунова для систем с запаздыванием:
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Рассматривается задача анализа экспоненциальной устойчивости
стационарных линейных систем с запаздыванием. Важным инстру-
ментом для решения этой задачи является матрица Ляпунова —
функциональная матрица, заданная на компакте. Известен кри-
терий устойчивости, который формулируется в терминах положи-
тельной определенности специальной блочной матрицы, элементы
которой вычисляются на основе значений матрицы Ляпунова в ко-
нечном наборе точек. В ряде случаев практическое применение это-
го критерия ограничено из-за высокой размерности блочной мат-
рицы, которая зависит от параметров системы. В настоящей ра-
боте предлагается метод, позволяющий заменить проверку поло-
жительной определенности исходной матрицы высокой размерно-
сти на анализ последовательности матриц меньшей размерности.
Доказано, что положительная определенность каждой матрицы из
последовательности является достаточным условием устойчивости,
а сама последовательность сходится к матрице из критерия.

Ключевые слова: линейные системы с запаздыванием, экспоненци-
альная устойчивость, матрица Ляпунова, достаточные условия

1. Введение

Для линейных стационарных систем обыкновенных дифференци-
альных уравнений известен критерий экспоненциальной устойчивости
Ляпунова. Он требует проверки на положительную определенность
матрицы Ляпунова 𝑉 , являющейся решением матричного уравнения
𝐴𝑇𝑉 + 𝑉 𝐴 = −𝑊 для некоторой положительно определенной мат-
рицы 𝑊 . В последние два десятилетия была развита теория матриц
Ляпунова для систем с запаздыванием [1], которая привела к обоб-
щению критерия Ляпунова [2]. Для систем с запаздыванием критерий
требует проверки на положительную определенность блочной матри-
цы, основанной на матрице Ляпунова. Размерность этой матрицы не
постоянна, как в случае уравнений без запаздывания, а зависит от
параметров системы. Актуальна задача ее уменьшения. В этой рабо-
те редукцию предлагается сделать за счет отказа от «необходимости»
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условий теоремы (то есть отказа от общности).

2. Основной результат

Рассмотрим стационарную вещественную 𝑛-мерную систему

(1) 𝑥̇(𝑡) = 𝐴0𝑥(𝑡) +𝐴1𝑥(𝑡− ℎ)

с одним запаздыванием ℎ > 0. Для этой системы можно ввести фун-
даментальную матрицу 𝐾 = 𝐾(𝑡), 𝑡 ⩾ −ℎ, каждый столбец которой
удовлетворяет (1) для 𝑡 > 0, а сама матрица удовлетворяет начально-
му условию 𝐾(𝑡) = 0, 𝑡 ∈ [−ℎ, 0), 𝐾(0) = 𝐼, где 𝐼 — единичная матрица.
Далее для натуральных 𝑟 ⩾ 2 нам понадобится число 𝛿𝑟 = ℎ

𝑟−1 и блоч-
ная матрица, построенная на основе фундаментальной:

𝒫𝑟 =
(︁
𝐼, 𝐾(𝛿𝑟), 𝐾(2𝛿𝑟), . . . , 𝐾((𝑟 − 1)𝛿𝑟)

)︁
∈ R𝑛×𝑛𝑟.

Важным инструментом [1], позволяющим исследовать устойчи-
вость и робастную устойчивость систем с запаздыванием, является
матрица Ляпунова 𝑈 = 𝑈(𝜏), 𝜏 ∈ [−ℎ, ℎ], которая при выполнении
условия Ляпунова (т. е. почти всегда) однозначно определяется для
заданной положительно определенной матрицы 𝑊 через следующие
свойства:

𝑑

𝑑𝜏
𝑈(𝜏) = 𝑈(𝜏)𝐴0 + 𝑈(𝜏 − ℎ)𝐴1, 𝜏 ∈ (0, ℎ),

𝑈(𝜏) = 𝑈𝑇 (𝜏), 𝜏 ∈ [−ℎ, ℎ],
𝐴𝑇0 𝑈(0) +𝐴𝑇1 𝑈(ℎ) + 𝑈(0)𝐴0 + 𝑈(−ℎ)𝐴1 = −𝑊.

Матрица Ляпунова для случая одного запаздывания может быть по-
строена аналитически через матричную экспоненту, кроме того, суще-
ствуют различные эффективные численные методы. Нас в рамках этой
работы интересует следующий критерий экспоненциальной устойчиво-
сти, выраженный в терминах матрицы Ляпунова, который обобщает
классический критерий Ляпунова для систем обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений.

Теорема 1 ([2]). Система (1) экспоненциально устойчива тогда и
только тогда, когда матрица 𝒦𝑟−𝛼1𝒫𝑇𝑟 𝒫𝑟 положительно определена.

Основным элементом теоремы является блочная матрица

𝒦𝑟 =
[︁
𝑈
(︀
(𝑗 − 𝑖)𝛿𝑟

)︀]︁𝑟
𝑖,𝑗=1

,
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построенная на основе матрицы Ляпунова. Кроме того, в теореме
участвуют два числа: положительное 𝛼1 и натуральное 𝑟. Для этих чи-
сел в работе [2] представлены явные формулы, выражающие их через
𝛼1, матрицу Ляпунова 𝑈 , матрицы 𝐴0, 𝐴1 и величину запаздывания ℎ.
Число 𝑟 характеризует сложность проверки условий теоремы, с ростом
ℎ оно неограниченно растет. Таким образом, актуальным является во-
прос уменьшения 𝑟 для расширения возможностей метода.

Ранее было доказано [2], что положительная определенность матри-
цы 𝒦𝑟−𝛼1𝒫𝑇𝑟 𝒫𝑟 при любом значении 𝑟 является необходимым услови-
ем экспоненциальной устойчивости. То есть, выбрав меньшую размер-
ность 𝑟 критерия, мы не потеряем «необходимости» условий, но, ко-
нечно, потеряем достаточность. Цель этого исследования в том, чтобы
добиться обратного, уменьшить размерность критерия за счет потери
необходимости, сохранив достаточность.

Как было отмечено выше, число 𝑟 зависит от 𝛼1. Чем больше 𝛼1,
тем меньше 𝑟. В рамках критерия параметр 𝛼1 — это конкретное поло-
жительное число, которое определяется исходной системой. Это число
является довольно грубой нижней оценкой для спектра ограниченного
самосопряженного оператора, напрямую связанного с матрицей Ляпу-
нова. Мы же предлагаем заменить 𝛼1 произвольным числом 𝛼̂1 > 𝛼1.
При этом число 𝑟 уменьшится, но, если 𝛼̂1 выбрано слишком большим,
то матрица 𝒦𝑟 − 𝛼̂1𝒫𝑇𝑟 𝒫𝑟 может не быть положительно определенной
даже для экспоненциально устойчивой системы. Если это произошло,
то предлагается постепенно уменьшать число 𝛼̂1 до тех пор, пока мат-
рица 𝒦𝑟− 𝛼̂1𝒫𝑇𝑟 𝒫𝑟 не станет положительно определенной. Если же мы
в итоге дойдем до значения 𝛼̂1 = 𝛼1, так и не получив положительной
определенности, то согласно теореме 1 можно будет заключить, что
система (1) экспоненциально устойчивой не является.

Таким образом можно построить конечный итерационный процесс,
на каждом этапе которого мы проверяем достаточное условие экспо-
ненциальной устойчивости, а на последнем шаге приходим к необходи-
мому и достаточному условию.

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (Проект
№ 23-71-10099), https://rscf.ru/project/23-71-10099/.
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Lyapunov Criterion for Time-Delay Systems:
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The problem of exponential stability analysis for linear time-invariant
delay systems is considered. A key tool for addressing this problem is the
Lyapunov matrix — a functional matrix defined on a compact set. A known
stability criterion is formulated in terms of the positive definiteness of
a special block matrix, whose elements are based on the values of the
Lyapunov matrix at a finite set of points. In some cases, the practical
application of this criterion is limited due to the high dimension of the block
matrix, which depends on the system parameters. This paper proposes a
method which replaces the positive definiteness test of the original high-
dimensional matrix with the analysis of a sequence of matrices of lower
dimension. It is proven that the positive definiteness of each matrix in
the sequence is a sufficient stability condition, and that the sequence itself
converges to the matrix from the original criterion.
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Маятниковые системы характеризуются периодическими нелиней-
ностями и счетным множеством положений равновесия. Для таких
систем актуальны устойчивость по Лагранжу и глобальная асимп-
тотическая устойчивость. В докладе применяется метод Попова.
Предложены новые типы функционалов Попова, сформулированы
новые условия устойчивости.

Ключевые слова: маятниковые системы, частотные критерии, гло-
бальная асимптотическая устойчивость

1. Введение

Доклад посвящен устойчивости систем непрямого управления с пе-
риодическими нелинейностями. Такие системы обладают счетным мно-
жеством положений равновесия. Их простейшим примером являет-
ся математический маятник. Поэтому часто такие системы называют
маятниковыми. Предполагается, что математическое описание систе-
мы может быть приведено к интегро-дифференциальному уравнению
Вольтерра. В докладе устойчивость уравнений Вольтерра традицион-
но исследуется методом априорных интегральных оценок Попова [1].
Развивается аппарат функционалов Попова, специально сконструиро-
ванных для маятниковых систем [2]. Итогом являются новые критерии
для оценки областей устойчивости маятниковых систем.

2. Постановка задачи

Рассмотрим систему управления, описываемую интегро-дифферен-
циальным уравнением

(1)
𝑑𝜎(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑏(𝑡) + 𝜌𝜙(𝜎(𝑡− ℎ))−

𝑡∫︁
0

𝛾(𝑡− 𝜏)𝜙(𝜎(𝜏)) 𝑑𝜏 (𝑡 > 0),

где 𝜌 ∈ R, ℎ ⩾ 0; 𝑏, 𝛾 : [0,+∞)→ R; 𝜙 : R→ R.
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Сделаны предположения:
1) 𝑏(𝑡) равномерно непрерывна, 𝛾(𝑡) кусочно-непрерывна,

𝑏(𝑡)𝑒𝑟𝑡, 𝛾(𝑡)𝑒𝑟𝑡 ∈ 𝐿2[0,+∞) (𝑟 > 0).

2) 𝜙(𝜎) ∈ 𝐶1(R), 𝜙(𝜎) ∆-периодична и имеет на промежутке [0,∆)
два нуля, причем 𝜙′(𝜎1) ·𝜙′(𝜎2) < 0. Система имеет счетное множество
положений равновесия.

В докладе изучаются два типа устойчивости: устойчивость по Лаг-
ранжу, т.е. ограниченность любого решения (1) и глобальная асимп-
тотическая устойчивость — стремление любого решения (1) к какому-
либо положению равновесия при стремлении 𝑡 к бесконечности.

Цель данной работы — установить новые условия устойчивости.

3. Теоремы об устойчивости

Введем в рассмотрение ряд величин. Пусть 𝜇1 ⩽ 𝜙′(𝜎) ⩽ 𝜇2. Пусть
𝛼1 ⩽ 𝜇1, 𝛼2 ⩾ 𝜇2 (𝛼𝑖 может быть числом или ±∞), 𝛼 Δ

= (𝛼1, 𝛼2)
⊤.

Построим функции

Φ(𝜎;𝛼) =

√︁
(1− 𝛼−1

1 𝜙′(𝜎))(1− 𝛼−1
2 𝜙′(𝜎)),

𝜈(𝜀, 𝜏, 𝛼)
Δ
=

Δ∫︀
0

𝜙(𝜎) 𝑑𝜎

Δ∫︀
0

|𝜙(𝜎)|
√︁
𝜀+ 𝜏Φ2(𝜎;𝛼) 𝑑𝜎

.

Передаточная функция системы от входа 𝜙 к выходу (−𝜎̇) имеет
вид

𝐾(𝑝) = −𝜌𝑒−𝑝ℎ +
∞∫︁
0

𝛾(𝑡)𝑒−𝑝𝑡 𝑑𝑡 (𝑝 = 𝜃 + 𝚤𝜔, 𝚤2 = −1).

Определим функцию

𝑄(𝑝; 𝜀, 𝜏, 𝛼)
Δ
= Re

{︁
𝐾(𝑝)− 𝜀|𝐾(𝑝)|2 − 𝜏(𝐾(𝑝) + 𝛼−1

1 𝑝)*(𝐾(𝑝) + 𝛼−1
2 𝑝)

}︁
.

Теорема 1. Предположим, что существуют такие числа
𝜆 ∈ [0, 𝑟2 ), 𝜀 > 0, 𝜏 > 0, 𝛼1 ⩽ 𝜇1, 𝛼2 ⩾ 𝜇2, что выполнены неравен-
ства:
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1) inf
{𝜔⩾0}

𝑄(𝚤𝜔 − 𝜆; 𝜀, 𝜏, 𝛼) > 𝜈2(𝜀, 𝜏, 𝛼)

4
,

2)
(︂
|𝜈(𝜀, 𝜏 , 𝛼)|

√︁
𝜀+ 𝜏 maxΦ2(𝜎;𝛼)− 1

)︂
⩽ 0 (0 ⩽ 𝜏 ⩽ 𝜏).

Тогда уравнение (1) устойчиво по Лагранжу.
Теорема 2. Пусть выполнены условия Теоремы 1. Пусть, кроме

того, можно указать такие 𝛼′
1 ⩽ 𝜇1, 𝛼

′
2 ⩾ 𝜇2, 𝜀

′ > 0, 𝜏 ′ > 0, 𝛿′ > 0,
что выполнено неравенство

𝑄(𝚤𝜔; 𝜀′, 𝜏 ′, 𝛼′) > 𝛿′ ∀𝜔 ⩾ 0.

Тогда для любого решения (1) справедливы предельные соотношения

𝜎(𝑡)→ 𝑞 (𝜙(𝑞) = 0), 𝜎̇(𝑡)→ 0 при 𝑡→ +∞.

4. Заключение

В докладе приводятся новые частотные критерии устойчивости по
Лагранжу и глобальной асимптотической устойчивости для систем
непрямого управления с периодическими нелинейностями.
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Pendulum systems are characterized by periodic nonlinearities and a
countable set of equilibria. For such systems, Lagrange-stability and global
asymptotic stability are relevant. The report uses the Popov method. New
types of Popov functionals are proposed, and new stability conditions are
formulated.
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Для билинейной автономной системы управления с комплексны-
ми коэффициентами получены достаточные условия глобальной
асимптотической стабилизации нулевого решения посредством ста-
тической обратной связи по состоянию с комплексными коэффици-
ентами.

Ключевые слова: глобальная асимптотическая стабилизация, били-
нейная система, обратная связь, комплексная система

1. Введение
Рассмотрим билинейную систему управления

(1) 𝑧̇ = (𝐴+ 𝑢1𝐵1 + 𝑢2𝐵2 + . . .+ 𝑢𝑟𝐵𝑟)𝑧.

Здесь 𝑧 ∈ R𝑛 — вектор состояния, 𝑢 = col(𝑢1, . . . , 𝑢𝑟) ∈ R𝑟 — век-
тор управления, 𝑧̇ = 𝑑𝑧/𝑑𝑡, 𝑡 ∈ R, 𝐴,𝐵𝑗 ∈ R𝑛×𝑛, 𝑗 = 1, 𝑟. Задачам
стабилизации системы (1) посвящено большое количество работ. Один
из подходов использует методику Джарджевича–Куинна [1]. Она ос-
нована на теореме Барбашина–Красовского второго метода Ляпунова.
С помощью этого подхода были получены достаточные условия гло-
бальной асимптотической стабилизации нулевого решения системы (1)
(а также более общих нелинейных систем) посредством статической
обратной связи по состоянию 𝑢(𝑧) (см., например, [2]).

В работе [3] методика Джарджевича–Куинна была перенесена на
комплексные системы (𝑧 ∈ C𝑛, 𝐴,𝐵𝑗 ∈ C𝑛×𝑛, 𝑗 = 1, 𝑟) с вещественным
управлением 𝑢 ∈ R𝑟. Приведем один из результатов работы [3]. Для
произвольной матрицы 𝐹 ∈ C𝑛×𝑛 введем отображение 𝒲𝐹 , которое
ставит в соответствие матрице𝐻 ∈ C𝑛×𝑛 матрицу𝒲𝐹𝐻 = 𝐹 *𝐻+𝐻𝐹 ∈
C𝑛×𝑛. Здесь * — операция эрмитова сопряжения. Предположим, что
свободная система

𝑧̇ = 𝐴𝑧
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устойчива по Ляпунову (не асимптотически). Тогда (и только тогда)
существует матрица 𝑃 = 𝑃 * ∈ C𝑛×𝑛 такая, что выполнены неравенства

(2) 𝑃 ≻ 0, 𝐴*𝑃 + 𝑃𝐴 ⪯ 0

в смысле квадратичных форм.
Построим множества

(3) Ω1 = {𝑧 ∈ C𝑛 : 𝑧*
(︀
𝒲𝑠
𝐴𝑃
)︀
𝑧 = 0, 𝑠 ∈ N},

Σ1 = {𝑧 ∈ C𝑛 : 𝑧*
(︀
𝒲𝑠
𝐴

(︀
𝒲𝐵𝑗

𝑃
)︀)︀
𝑧 = 0, 𝑠 = 0, 1, . . .}.

Теорема 1. Пусть 𝑧 ∈ C𝑛, 𝐴,𝐵𝑗 ∈ C𝑛×𝑛, 𝑗 = 1, 𝑟, 𝑢 ∈ R𝑟. Пусть
существует матрица 𝑃 = 𝑃 * ∈ C𝑛×𝑛 такая, что выполнены нера-
венства (2), и выполнено следующее условие: Ω1 ∩ Σ1 = {0}. Тогда
обратная связь по состоянию

𝑢𝑗 = 𝑢𝑗(𝑧) = −𝑧*(𝐵*
𝑗𝑃 + 𝑃𝐵𝑗)𝑧, 𝑗 = 1, 𝑟,

глобально асимптотически стабилизирует нулевое решение системы
(1).

В случае, когда матрицы системы обращаются в вещественные, ре-
зультат теоремы 1 совпадает с соответствующим результатом [2] для
вещественных систем.

В настоящей работе мы, так же как и в [3], рассматриваем систему
(1) с комплексными коэффициентами (𝑧 ∈ C𝑛, 𝐴,𝐵𝑗 ∈ C𝑛×𝑛, 𝑗 = 1, 𝑟),
однако расширяем (по сравнению с [3]) класс допуcтимых управлений:
предполагаем, что управление является не вещественным, а комплекс-
ным, то есть 𝑢 ∈ C𝑟. Это, в действительности, расширяет возможности
и позволяет добиться стабилизации при менее ограничительных усло-
виях.

2. Основной результат

Для произвольной матрицы 𝐹 ∈ C𝑛×𝑛 введем отображение ℛ𝐹 ,
которое ставит в соответствие матрице 𝐻 ∈ C𝑛×𝑛 матрицу ℛ𝐹𝐻 =
2𝐹 *𝐻 ∈ C𝑛×𝑛. Построим множество (3) и множество

Υ1 = {𝑧 ∈ C𝑛 : 𝑧*
(︀
𝒲𝑠
𝐴

(︀
ℛ𝐵𝑗

𝑃
)︀)︀
𝑧 = 0, 𝑠 = 0, 1, . . .}.
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Теорема 2. Пусть 𝑧 ∈ C𝑛, 𝐴,𝐵𝑗 ∈ C𝑛×𝑛, 𝑗 = 1, 𝑟, 𝑢 ∈ C𝑟. Пусть
существует матрица 𝑃 = 𝑃 * ∈ C𝑛×𝑛 такая, что выполнены нера-
венства (2), и выполнено следующее условие: Ω1 ∩ Υ1 = {0}. Тогда
обратная связь по состоянию

𝑢𝑗 = 𝑢𝑗(𝑧) = −2𝑧*𝐵*
𝑗𝑃𝑧, 𝑗 = 1, 𝑟,

глобально асимптотически стабилизирует нулевое решение системы
(1).

Замечание 1. Теорема 2 является обобщением теоремы 1 со случая
𝑢 ∈ R𝑟 на случай 𝑢 ∈ C𝑟: если в теореме 2 управление обращается в
вещественное, то теорема 2 совпадает с теоремой 1.

Замечание 2. Расширение теоремы 1 до теоремы 2 не являет-
ся пустым: существуют примеры комплексных систем (1) (𝑧 ∈ C𝑛,
𝐴,𝐵𝑗 ∈ C𝑛×𝑛, 𝑗 = 1, 𝑟), которые невозможно стабилизировать с помо-
щью вещественных управлений 𝑢 ∈ R𝑟, но возможно стабилизировать
с помощью комплексных управлений 𝑢 ∈ C𝑟.

Работа выполнена при поддержке Министерства науки и высшего образования
РФ в рамках государственного задания (Проект FEWS-2024-0009).
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For a bilinear time-invariant control system with complex coefficients,
sufficient conditions for global asymptotic stabilization of the zero solution
are obtained using static state feedback with complex coefficients.
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Оптимальное управление группой исполнителей на основе
решения задачи о назначениях с ограничениями
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Рассмотрена постановка несбалансированной задачи о назначениях
с дополнительными ограничениями. Предложена схема релаксации
к задаче линейного программирования с помощью серии вспомога-
тельных задач. В качестве примера рассмотрена модельная задача
управления спутниковой группировкой для распределения зон об-
служивания.

Ключевые слова: оптимальное управление, дискретное математиче-
ское программирование, задача о назначениях

1. Введение
Задача о назначениях — одна из фундаментальных задач комби-

наторной оптимизации в области дискретного математического про-
граммирования. Она состоит в наилучшем распределении некоторого
числа работ между исполнителями [1]. Эта формулировка охватывает
широкий класс практических задач. В данной работе рассматривает-
ся несбалансированная постановка с рядом дополнительных ограниче-
ний: на нагрузку исполнителя и введением несовместных задач. Пред-
лагается общая методика решения, основанная на редукции к задаче
линейного программирования через серию вспомогательных задач.

Рассмотренная задача и предложенная методика применяется к мо-
дельной задаче управления многоспутниковой группировкой с пересе-
чением зон покрытия для оптимизации ресурсов группировки.

2. Общая постановка
Пусть есть 𝑛 исполнителей и 𝑚 задач, причём 𝑚 ̸= 𝑛. Каждая

задача должна быть выполнена ровно одним исполнителем. Ресурсы
исполнителя ограничены. Заданы пары несовместных задач — их нель-
зя назначать одному и тому же исполнителю. Требуется распределить
все задачи и минимизировать суммарные затраты [1]. То есть

• целевая функция

(1)
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑚∑︁
𝑗=1

𝑐𝑖𝑗𝑥𝑖𝑗 → min;
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• исполнитель может быть назначен на несколько задач

(2)
𝑚∑︁
𝑗=1

𝑥𝑖𝑗 ⩾ 0, 𝑖 = 1, 2 . . . , 𝑛;

• ограничения на максимальную загрузку исполнителя

(3)
𝑚∑︁
𝑗=1

𝑐𝑖𝑗𝑥𝑖𝑗 ⩽ 𝑙𝑖, 𝑖 = 1, 2 . . . , 𝑛;

• каждая задача выполняется ровно одним исполнителем

(4)
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖𝑗 = 1, 𝑗 = 1, 2 . . . ,𝑚;

• условие несовместности задач

(5) 𝑥𝑖𝑗1 + 𝑥𝑖𝑗2 ⩽ 1, 𝑖 = 1, 2 . . . , 𝑛, ∀ (𝑗1, 𝑗2) ∈ 𝑆;

• булевость переменных

(6) 𝑥𝑖𝑗 ∈ {0, 1} ∀𝑖, 𝑗.

Индекс 𝑖 соответствует исполнителю; 𝑗 — задачам; 𝑐𝑖𝑗 — затраты для
выполнения 𝑖-им исполнителем 𝑗-ой задачи; выбор переменных 𝑥𝑖𝑗 со-
ответствует правилу — 𝑥𝑖𝑗 = 1 если исполнитель 𝑖 назначен на задачу
𝑗, иначе 𝑥𝑖𝑗 = 0; 𝑙𝑖 — максимально допустимое число задач для испол-
нителя 𝑖, 𝑆 — множество пар несовместных задач.

В данной работе рассматривается случай, когда исполнителей мень-
ше, чем задач (𝑛 < 𝑚).

3. Методика решения

Для решения задачи о назначениях в несбалансированным виде с
дополнительными ограничениями предлагается использовать подход
на основе расширения множества исполнителей за счет их дублирова-
ния, в результате чего осуществляется переход к канонической поста-
новке, которая решаются с помощью сведения (релаксации) к задаче
квадратичного программирования с переводом ограничений на макси-
мальную нагрузку в форму квадратичного штрафа. Обратный переход
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к задаче линейного программирования предлагается проводить с по-
мощью метода Вульфа [2] за счет расширения множества параметров
задачи. Полученную при этом задачу линейного программирования
с ограничениями при формировании базисного решения предлагается
решать с помощью симплекс метода [3]. Таким образом рассмотренная
задача о назначениях может быть сведена к задаче линейного програм-
мирования путем предложенной серии преобразований.

4. Заключение

В работе рассмотрена общая постановка несбалансированной зада-
чи о назначениях с ограничениями. Предложена эффективная схема
релаксации к задаче линейного программирования. Работа методики
продемонстрирована на ряде тестовых задач.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда
(Проект № 25-79-30009), https://rscf.ru/project/25-79-30009/.
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В работе рассматривается задача управления транспортным пото-
ком на заданном участке дороги. Динамика потока описывается
модифицированной макроскопической моделью Пейна–Уизема. В
модель добавлено слагаемое, описывает внешние источники прито-
ка или оттока транспортных средств. Точное значение этого слагае-
мого неизвестно. Заданы только границы его изменения. Показате-
лем качества управления является значение линейной комбинации
плотности потока и количества транспортных средств, ожидающих
въезда на дорогу. Цель управления заключается в том, чтобы зна-
чение этого показателя в фиксированный момент времени принад-
лежало заданному промежутку.

Ключевые слова: управление, транспортный поток, макроскопиче-
ская модель, уравнение переноса

1. Введение

Макроскопические модели, рассматривающие транспортный поток
как сплошную среду, позволяют эффективно описывать динамику
плотности и скорости на протяженных участках дорог. Среди таких
моделей большое распространение получила модель Пейна–Уизема [1],
которая в различных модификациях используется как для анализа, так
и для управления транспортными потоками.

Особый интерес представляют задачи граничного управления, ко-
гда управляющие воздействия прикладываются на въездах и выездах
с участка дороги. Такие задачи описывают реальные системы управле-
ния, основанные на светофорном регулировании и системах платного
въезда. В данной работе рассматривается задача граничного управ-
ления транспортным потоком на основе модифицированной модели
Пейна-Уизема.

2. Постановка задачи

Рассмотрим участок дороги длины 𝑙. Зафиксируем момент времени
𝑇 > 0. Обозначим через 𝜌(𝑡, 𝑥) плотность транспортного потока (число
автомобилей на единицу длины) в момент времени 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] в точке
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𝑥 ∈ [0, 𝑙], а через 𝑣(𝑡, 𝑥) — скорость потока. Динамика транспортного
потока описывается модифицированной моделью Пейна–Уизема:

𝜕𝜌

𝜕𝑡
+
𝜕(𝜌𝑣)

𝜕𝑥
= 𝑓(𝑡, 𝑥),(1)

𝜕𝑣

𝜕𝑡
+ 𝑣

𝜕𝑣

𝜕𝑥
=

1

𝜏

(︀
𝑉 (𝜌)− 𝑣

)︀
,(2)

где 𝑉 (𝜌) — скорость, которая считается предпочтительной для водите-
лей, и вычисляется как 𝑉 (𝜌) = 𝑣max(1− 𝜌/𝜌max). Здесь 𝑣max — макси-
мальная скорость свободного потока, 𝜌max — максимальная плотность,
при которой движение останавливается, 𝜏 > 0 — время релаксации,
характеризующее инерционность водителей. В отличие от классиче-
ской модели Пейна–Уизема считаем, что на данную систему влияет
функция 𝑓(𝑡, 𝑥), описывающая внешние источники притока или отто-
ка транспортных средств.

Начальные условия задаются в виде

(3) 𝜌(0, 𝑥) = 𝜌0(𝑥), 𝑣(0, 𝑥) = 𝑣0(𝑥), 𝑥 ∈ [0, 𝑙],

где 𝜌0(𝑥) и 𝑣0(𝑥) — заданные непрерывные на отрезке [0, 𝑙] функции.
На левом конце участка (𝑥 = 0) плотность потока изменяется со-

гласно уравнению

(4)
𝑑𝜌(𝑡, 0)

𝑑𝑡
= 𝑐1(𝑡) + 𝑐2(𝑡)𝑢(𝑡), |𝑢(𝑡)| ⩽ 1, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ],

где 𝑢(𝑡) — управляющее воздействие; функции 𝑐1(𝑡), 𝑐2(𝑡) непрерывны,
причем 𝑐2(𝑡) ⩾ 0 и∫︁ 𝑡

0

𝑐1(𝑟)𝑑𝑟 ⩾
∫︁ 𝑡

0

𝑐2(𝑟)𝑑𝑟, 0 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑇,

что гарантирует неотрицательность плотности 𝜌(𝑡, 0). Для скорости по-
тока на левом конце задано условие:

(5) 𝑣(𝑡, 0) = 𝑣in(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ],

где 𝑣in(𝑡) — заданная непрерывная функция.
На правом конце (𝑥 = 𝑙) считаем, что дорога имеет максимальную

пропускную способностью, что соответствует условиям:
(6)

𝜌(𝑡, 𝑙) = 0,
𝜕𝜌(𝑡, 𝑙)

𝜕𝑥
= 0,

𝜕𝑣(𝑡, 𝑙)

𝜕𝑥
= 0, 𝑣(𝑡, 𝑙) = 𝑣max, 0 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑇.
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Условие 𝜌(𝑡, 𝑙) = 0 соответствует свободному выезду, а условие 𝑣(𝑡, 𝑙) =
𝑣max означает, что скорость на выезде максимальна.

Функция 𝑓(𝑡, 𝑥) не задана точно, но известны ее оценки:

(7) 𝑓1(𝑡, 𝑥) ⩽ 𝑓(𝑡, 𝑥) ⩽ 𝑓2(𝑡, 𝑥), (𝑡, 𝑥) ∈ [0, 𝑇 ]× [0, 𝑙],

где 𝑓1(𝑡, 𝑥), 𝑓2(𝑡, 𝑥) — непрерывные функции.
Пусть 𝑄(𝑡) — количество автомобилей, ожидающих въезда на до-

рогу. Тогда динамика 𝑄(𝑡) описывается уравнением

𝑄̇(𝑡) = −𝜌(𝑡, 0)𝑣(𝑡, 0), 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ].

Пусть заданы числа 𝜀 > 0, 𝛼𝑗 > 0, 𝑗 = 1, 2, и 𝑞 > 0. Цель выбора
управления 𝑢(𝑡) в (4) — осуществить неравенство

(8)

⃒⃒⃒⃒
⃒
∫︁ 𝑙

0

𝛼1𝜌(𝑇, 𝑥)𝜎(𝑥)𝑑𝑥+ 𝛼2𝑄(𝑇 )− 𝑞
⃒⃒⃒⃒
⃒ ⩽ 𝜀

при любой непрерывной функции (7). Здесь 𝜎 : [0, 1] → R задан-
ная непрерывная функция, которая удовлетворяет условиям 𝜎(0) = 0,
𝜎(𝑥) ⩾ 0 при 𝑥 ∈ (0, 𝑙].

3. Основной результат

После замены переменных задача (1)–(8) сводится к одномерной
однотипной задаче управления при наличии помехи [2]

𝑧̇ = −𝑎(𝑡)𝑢+ 𝑏(𝑡)𝜂, |𝜂| ⩽ 1, |𝑧(𝑝)| ⩽ 𝜀.

Найдено множество начальных позиций, для которых существует
управление 𝑢, гарантирующее достижении цели (8) при любых неиз-
вестных функциях (7).

Работа выполнена при финансовой поддержке гранта Российского научного
фонда (Проект № 25-21-00679), https://rscf.ru/project/25-21-00679/.
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This paper examines the problem of traffic flow control on a given road
section. Flow dynamics are described using a modified Payne-Whitham
macroscopic model. A term describing external sources of vehicle influx or
outflow is added to the model. The exact value of this term is unknown; only
the limits of its variation are specified. The control performance indicator
is the linear combination of flow density and the number of vehicles waiting
to enter the road. The goal of management is to ensure that the value of
this indicator at a fixed point in time belongs to a given interval.
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Децентрализованное управление активным магнитным
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Рассматривается задача оптимального децентрализованного управ-
ления вертикальным жестким ротором, вращающимся в активных
магнитных подшипниках. Используемый подход позволяет вычис-
лить коэффициенты управления аналитически. Синтезирован на-
блюдатель на основе линейных матричных неравенств. Приведены
результаты численного моделирования.

Ключевые слова: оптимальное управление, линейные матричные
неравенства

В работе рассматривается объект управления — жесткий верти-
кальный ротор, вращающийся в активных магнитных подшипниках
(рис. 1). Движение объекта описывается системой дифференциальных
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уравнений [1]:

𝐽𝛼̈ = 𝑙2𝐹
𝑙
2−1 − 𝑙1𝐹𝑢2−1 − 𝐽𝑧𝜔𝛽̇ +𝑀1,

𝐽𝛽 = 𝑙1𝐹
𝑢
3−4 − 𝑙2𝐹 𝑙3−4 + 𝐽𝑧𝜔𝛼̇+𝑀2,

𝑚𝜉 = 𝐹𝑢3−4 + 𝐹 𝑙3−4 + 𝐹𝑤1,

𝑚𝜂 = 𝐹𝑢2−1 + 𝐹 𝑙2−1 + 𝐹𝑤2.

Рис. 1: Модель ротора

Здесь 𝛼, 𝛽 — углы поворота ротора относительно осей 𝑥 и 𝑦, 𝜉 и 𝜂 —
координаты центра масс ротора, 𝑙1, 𝑙2 — расстояния от центра масс до
верхнего и нижнего подшипников, 𝐽, 𝐽𝑧 — главные моменты инерции,
𝜔 — заданная угловая частота вращения, 𝛿0 — зазор между ротором и
электромагнитом, 𝑀1,𝑀2, 𝐹𝑤1, 𝐹𝑤2 — возмущения.
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Электромагнитные силы определяются соотношеними:

𝐹
𝑢
2−1 = 𝛾

(︃
𝐼
2
2,𝑢

(𝛿0 − 𝜂𝑢)
2 −

𝐼
2
1,𝑢

(𝛿0 + 𝜂𝑢)
2

)︃
, 𝐹

𝑙
2−1 = 𝛾

(︃
𝐼
2
2,𝑙

(𝛿0 − 𝜂𝑙)
2 −

𝐼
2
1,𝑙

(𝛿0 + 𝜂𝑙)
2

)︃
,

𝐹
𝑢
3−4 = 𝛾

(︃
𝐼
2
3,𝑢

(𝛿0 − 𝜉𝑢)
2 −

𝐼
2
4,𝑢

(𝛿0 + 𝜉𝑢)
2

)︃
, 𝐹

𝑙
3−4 = 𝛾

(︃
𝐼
2
3,𝑙

(𝛿0 − 𝜉𝑙)
2 −

𝐼
2
4,𝑙

(𝛿0 + 𝜉𝑙)
2

)︃
.

Здесь 𝛾 = 𝐿0𝛿0
2 , 𝐿0 — индуктивность каждого из электромагнитов,

𝐼𝑘,𝑢, 𝐼𝑘,𝑙 — силы тока в верхних и нижних подшипниках соответственно,
𝑘 = 1, 2, 3, 4, 𝜉𝑢, 𝜂𝑢, 𝜉𝑙, 𝜂𝑙 — измеряемые смещения ротора в верхних и
нижних электромагнитных подшипниках:

𝜉𝑢 = 𝜉 + 𝑙2𝛽, 𝜉𝑙 = 𝜉 − 𝑙1𝛽, 𝜂𝑢 = 𝜂 − 𝑙1𝛼, 𝜂𝑙 = 𝜂 + 𝑙2𝛼.

Используя идею линеаризации обратной связью по состоянию, приво-
дим исходную систему к линейной системе с управлением:

𝑢1 = 𝐹𝑢2−1, 𝑢2 = 𝐹 𝑙2−1, 𝑢3 = 𝐹𝑢3−4, 𝑢4 = 𝐹 𝑙3−4.

В качестве функционалов используются 𝐽1 для оценки максимальных
отклонений ротора и 𝐽2 для оценки максимальных управлений по от-
ношению к неизвестным возмущениям 𝑤:

𝐽1 = sup
𝑤 ̸=0

max
{︀
sup𝑡⩾0 |𝜉𝑢|, sup𝑡⩾0 |𝜉𝑙|, sup𝑡⩾0 |𝜂𝑢|, sup𝑡⩾0 |𝜂𝑙|

}︀
‖𝑤‖ ,

𝐽2 = sup
𝑤 ̸=0

max𝑘=1,...,4

{︀
sup𝑡⩾0 |𝑢𝑘|

}︀
‖𝑤‖

Децентрализованное управление по состоянию строится в виде:

𝑢1 = −𝑣2(𝑎𝜂𝑢 + 𝑏𝜂𝑢), 𝑢2 = −𝑣1(𝑎𝜂𝑙 + 𝑏𝜂𝑙),

𝑢3 = −𝑣2(𝑎𝜉𝑢 + 𝑏𝜉𝑢), 𝑢4 = −𝑣1(𝑎𝜉𝑙 + 𝑏𝜉𝑙).

Здесь 𝑣1 = 𝑙1
𝑙1+𝑙2

, 𝑣2 = 𝑙2
𝑙1+𝑙2

.
Параметры a, b вычисляются как [1]:

𝑎 =
1− 𝛼
𝑣1𝛼

√︃
𝑣21 + 𝜇2

0

3(𝑣22 + 𝜇2
0)
, 𝑏 =

21/2

31/4
(𝑣21 + 𝜇2

0)
1/4(𝑣22 + 𝜇2

0)
1/4√︁

𝑣1𝜇0(𝑣
2
2 + 𝜇2

0)

√︂
1− 𝛼
𝛼
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Здесь 𝜇0 = 𝑚𝑙1𝑙2
𝐽 .

Используя общий подход [2] к построению наблюдателя полного
порядка, строим управление в виде:

𝑢1 = −𝑣2(𝑎𝜂𝑢 + 𝑏 ˆ̇𝜂𝑢), 𝑢2 = −𝑣1(𝑎𝜂𝑙 + 𝑏 ˆ̇𝜂𝑙),

𝑢3 = −𝑣2(𝑎𝜉𝑢 + 𝑏
ˆ̇
𝜉𝑢), 𝑢4 = −𝑣1(𝑎𝜉𝑙 + 𝑏

ˆ̇
𝜉𝑙).

Здесь ˆ̇𝜂𝑢, ˆ̇𝜂𝑙,
ˆ̇
𝜉𝑢,

ˆ̇
𝜉𝑙 оценки соотвествующих производных.

Рис. 2: Смещение ротора в верхнем подшипнике

Приводятся результаты численного моделирования (рис. 2) для
параметров маломасштабной установки: 𝐽 = 0.74, 𝐽𝑧 = 1.7 × 10−2,
𝑙1 = 0.3, 𝑙2 = 0.2, 𝑚 = 13.7, 𝛿0 = 5×10−4, 𝜔 = 314, 𝐿0 = 0.1, 𝑇 =

√︁
𝑚𝛿0
𝛾 ,

𝑎 = 0.5788, 𝑏 = 1.1056.

𝑤 = 𝑒−0.05𝑡 (︀sinΩ𝑡, sinΩ𝑡, cosΩ𝑡, cosΩ𝑡)︀𝑇 .
Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда

(Проект № 24-11-20023), https://rscf.ru/project/24-11-20023/.
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The problem of optimal decentralized control for a vertical rigid rotor
supported by active magnetic bearings is considered. The approach under
consideration allows analytical computation of the controller coefficients.
An observer is synthesized using the linear matrix inequality technique.
Numerical simulation results are presented.
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К вопросам стабилизации стационарных движений
спутника-гиростата в гравитационном и магнитном полях
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Формулируются условия существования и управляемости ряда
установившихся движений (положений равновесия и стационарных
вращений) спутников-гиростатов, движущихся по круговым орби-
там в гравитационном и магнитном полях Земли.

Ключевые слова: спутник-гиростат, стационарные движения, про-
граммные движения, гравитационное и геомагнитное поле, управ-
ляемость

1. Введение

Среди различных факторов, влияющих на динамику управляемого
вращательного движения спутника около центра масс, важную роль
играют моменты сил, формируемые за счет взаимодействия спутника
с гравитационным и магнитным полями Земли, а также внутренние
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движения, возникающие из-за наличия на спутнике маховиков (рото-
ров) с осями вращения, неизменно закрепленными в корпусе спутни-
ка. Такой спутник обычно называют гиростатом. Устойчивость стацио-
нарных движений спутника-гиростата при действии гравитационного,
аэродинамического и момента магнитного взаимодействия была рас-
смотрена ранее. В данной работе рассматриваются два типа устано-
вившихся движений спутника-гиростата около центра масс на круго-
вой орбите в гравитационном и магнитном полях Земли. Первый тип —
это известные стационарные движения, которые существуют как при
отсутствии моментов сил, обусловленных магнитным полем Земли, так
и при наличии этих моментов. Второй тип — программные движения.
Эти движения могут существовать только при наличии моментов вза-
имодействия спутника-гиростата с геомагнитным полем.

2. Основной результат

Помимо гравитационного момента на спутник-гиростат действуют
магнитные моменты, которые образуются как за счет взаимодействия
собственного магнитного момента спутника (создаваемого электромаг-
нитными катушками) с геомагнитным полем, так и моменты сил Ло-
ренца, возникающие при наличии на спутнике электрического заряда.
На спутнике установлены маховики, величины гиростатических мо-
ментов которых постоянны и обозначены через ℎ̃1, ℎ̃2, ℎ̃3.

Динамические уравнения движения спутника-гиростата около цен-
тра масс имеют вид [1]

J
𝑑𝜔𝜔𝜔

𝑑𝑡
+𝜔𝜔𝜔 × J𝜔𝜔𝜔 +𝜔𝜔𝜔 × h̃ = M.

Здесь J = diag(𝐽1, 𝐽2, 𝐽3); 𝐽1, 𝐽2, 𝐽3 — главные центральные моменты
инерции спутника; момент сил M имеет три составляющих:

M = M𝐺 +M𝑀 +M𝐿.

Здесь M𝐺 = 3𝜔2
0(e𝑟 × (Je𝑟)) — гравитационный момент; M𝑀 =

m× (ΘΘΘ⊤B) — момент сил, который создается за счет взаимодействия
собственного магнитного момента спутника m = [𝑚1,𝑚2,𝑚3]

⊤ с гео-
магнитным полем, B(𝑡) — индукция геомагнитного поля, заданная
в орбитальной системе координат [2]; M𝐿 = 𝑄𝜌𝜌𝜌0 × ΘΘΘ⊤(V𝐶 × B) —
момент сил Лоренца, возникающий из-за наличия на спутнике элек-
тростатически заряженного экрана, 𝑄 — электростатический заряд;
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𝜌𝜌𝜌0 = [𝑥0, 𝑦0, 𝑧0]
⊤ — радиус-вектор центра заряда спутника относитель-

но его центра масс; V𝐶 — скорость центра масс спутника относительно
геомагнитного поля, V𝐶 = 𝑅𝜔0e𝜏 [3].

В качестве математической модели магнитного поля Земли приня-
та традиционная для большинства теоретических исследований модель
«прямого магнитного диполя». Рассмотрены четыре вида относитель-
ных равновесий следующих двух типов:

1. Положение равновесия, в котором главные центральные оси
инерции спутника-гиростата совпадают с осями орбитальной системы
координат.

2. Относительные равновесия, в которых одна из осей инерции
спутника-гиростата направлена либо по радиусу-вектору центра масс
спутника, либо по касательной или нормали к орбите.

Получены условия управляемости для каждого из этих случаев
как при наличии управления, создаваемого магнитными катушками,
так и при управлении при помощи моментов сил Лоренца. Рассмотре-
ны некоторые программные движения спутника-гиростата. Исследова-
ны стационарные вращения, в которых одна их главных центральных
осей инерции направлена по одной из осей орбитальной системы ко-
ординат и гиростат вращается вокруг этой оси с постоянной угловой
скоростью. Такие программные движения существуют и при отсут-
ствии магнитных моментов. Рассмотрено также одно из возможных
программных движений гиростата, в котором ось динамической сим-
метрии спутника-гиростата фиксирована в орбитальной системе коор-
динат и составляет заданный угол с радиус-вектором орбиты в плоско-
сти, ортогональной касательной к орбите, при этом спутник вращается
вокруг указанной оси с постоянной относительной угловой скоростью.
Следует отметить, что такое движение существует только при наличии
постоянных магнитных моментов. Получены условия управляемости
этого программного движения, как при наличии управления, созда-
ваемыми магнитными катушками, так и при управлении при помощи
моментов сил Лоренца. Полученные условия управляемости необходи-
мы для построения корректных алгоритмов стабилизации указанных
движений. Эти алгоритмы нетрудно построить аналогично тому, как
это предлагалось ранее для более простых задач стабилизации стаци-
онарных движений спутников [4, 5].

Работа выполнена в рамках государственного задания МГУ имени М.В.
Ломоносова (проект № АААА-А19-119012990123-0) и при частичной финансо-
вой поддержке Санкт-Петербургского государственного университета (проект №
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The conditions for the existence and controllability of a number of
steady-state motions (equilibrium positions and stationary rotations) of
gyrostat satellites moving in circular orbits in the gravitational and
magnetic fields of the Earth are formulated.
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Критерий Попова абсолютной устойчивости систем Лурье с
несколькими стационарными нелинейностями получен без исполь-
зования 𝑆-процедуры.
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1. Введение
Теория абсолютной устойчивости занимает значительное место в

общей теории управления. Подробный очерк развития этой теории
приводится в [1]. Среди частотных условий абсолютной устойчивости
«центральным результатом является критерий Попова» (цитата из [2]).
Критерий Попова является достаточным (и необходимым в случае од-
ной нелинейности) условием существования для системы Лурье функ-
ции Ляпунова вида Лурье–Постникова — квадратичная форма плюс
интеграл от нелинейности (в случае нескольких нелинейностей — плюс
сумма интегралов от нелинейностей). Условием отрицательной опре-
деленности производной функции Лурье–Постникова (ФЛП) в силу
системы, полученным с помощью 𝑆-процедуры, является матричное
неравенство (МН). Полученные с помощью частотной теоремы (лемма
Калмана–Якубовича–Попова, KYP лемма, см. [3]) частотные условия
разрешимости этого МН и являются частотными условиями критерия
Попова. Здесь показано, что 𝑆-процедура не единственный путь полу-
чения критерия Попова в рамках теории Ляпунова.

2. Задача абсолютной устойчивости
Система Лурье с несколькими стационарными нелинейностями

имеет вид

(1) 𝑥̇ = 𝐴𝑥+

𝑚∑︁
𝑗=1

𝑏𝑗𝜙𝑗(𝜎𝑗), 𝜎𝑗 = ⟨𝑐𝑗 , 𝑥⟩, 𝐴 ∈ R𝑛×𝑛, 𝑏𝑗 , 𝑐𝑗 ∈ R𝑛,

где нелинейности 𝜙𝑗(𝜎𝑗) удовлетворяют условиям существования абсо-
лютно непрерывного решения 𝑥(𝑡), ⟨·, ·⟩ — скалярное произведение в
R𝑛. Система (1) абсолютно устойчива в классе 𝑁𝜙 нелинейностей 𝜙 =
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‖𝜙𝑗‖𝑚𝑗=1, удовлетворяющих секторным ограничениям 0 ⩽ 𝜙𝑗𝜎𝑗 ⩽ 𝑘𝑗𝜎
2
𝑗 ,

𝑗 = 1, . . . ,𝑚, если эта система асимптотически устойчива в целом при
любых таких нелинейностях.

3. Критерий Попова для систем с несколькими
нелинейностями

Известный частотный критерий Попова является достаточным (при
𝑚 = 1 и необходимым) [2] условием существования для системы (1)
функции Ляпунова, роль которой в данном случае выполняет ФЛП

(2) 𝑣(𝑥) = 𝑥⊤𝐿𝑥+

𝑚∑︁
𝑗=1

𝜃𝑗

𝜎𝑗∫︁
0

𝜙𝑗(𝜉) 𝑑𝜉,

представляющая собой квадатичную форму (𝐿 ∈ R𝑛×𝑛, 𝐿⊤ = 𝐿) плюс
сумму интегралов от нелинейностей, 𝜃 = ‖𝜃𝑗‖𝑚𝑗=1 — вектор параметров,
{·}⊤ — символ транспонирования матриц.

Частотное условие критерия Попова является результатом приме-
нения частотной теоремы к МН следующего вида:

(3)

(︃
𝐴⊤𝐿+ 𝐿𝐴 𝐿𝐵 +𝐴⊤𝐶𝛩/2 + 𝐶𝒯 /2

𝐵⊤𝐿+𝛩𝐶⊤𝐴/2 + 𝒯 𝐶⊤/2 𝛩𝐶⊤𝐵/2 +𝐵⊤𝐶𝛩/2− 𝒯

)︃
< 0,

где 𝐵 =
(︀
𝑏1 𝑏2 . . . 𝑏𝑚

)︀
, 𝐶 =

(︀
𝑐1 𝑐2 . . . 𝑐𝑚

)︀
, 𝛩 = diag

{︁
𝜃1, . . . , 𝜃𝑚

}︁
,

𝒯 = diag
{︁
𝜏1, . . . , 𝜏𝑚

}︁
, 𝜏𝑗 > 0.

Наличие ФЛП (2) для системы (1) эквивалентно [4] разрешимости
системы из 2𝑚 МН

(4) 𝐼𝑠 = 𝐴⊤
𝑠 𝐿𝑠 + 𝐿𝑠𝐴𝑠 < 0, 𝑠 = 1, . . . , 𝑁, 𝑁 = 2𝑚,

с матрицами 𝐴𝑠 и 𝐿𝑠 следующего вида:

𝐴𝑠 = 𝐴+

𝑚∑︁
𝑗=1

ℎ𝑠𝑗𝑏𝑗𝑐
⊤
𝑗 , 𝐿𝑠 = 𝐿+

𝑚∑︁
𝑗=1

ℎ𝑠𝑗
𝜃𝑗
2
𝑐𝑗𝑐

⊤
𝑗 , 𝑠 = 1, . . . , 𝑁,

где ℎ𝑠 = ‖ℎ𝑠𝑗‖𝑚𝑗=1 и ℎ𝑠𝑗 независимо принимают одно из двух значений:
0 или 1. Считаем, что ℎ1 = (0, . . . , 0), т.е. 𝐴1 = 𝐴, 𝐿1 = 𝐿.

Центральную роль в дальнейшем играет следующая теорема [5, 6].
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Теорема 1. Для выполнения системы двух МН

(5) 𝐼1 < 0, 𝐼2 < 0, 𝐼𝑠 = 𝐼⊤𝑠 ∈ R𝑛×𝑛, 𝐼2−𝐼1 = 𝑄 = 𝑝𝑞⊤+𝑞𝑝⊤, 𝑝, 𝑞 ∈ R𝑛,

необходимо и достаточно, чтобы существовало такое число ̃︀𝜀 > 0,
при котором выполнено одно неравенство

𝐼1 +𝑄+(̃︀𝜀) = 𝐼2 +𝑄−(̃︀𝜀) < 0, 𝑄±(𝜀) =
𝜀2

2
𝑢±(𝑢±)⊤, 𝑢±(𝜀) = 𝑝± 1

𝜀2
𝑞.

Теорема о свертывании основана на теореме Пятницкого о переходе
от системы из двух МН к одному МН, эквивалентному этой системе.

Основным результатом является доказательство с помощью теоре-
мы 1 того, что из выполнения МН (3) следует выполнение системы (4).
Собственно, необходимость из теоремы 1 нужна только при𝑚 = 1, что-
бы показать, что в этом случае система (4) и МН (3) эквивалентны.
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В работе предложен метод сравнения локализирующих множеств,
построенных аналитически или численно с помощью функциональ-
ного метода локализации. В основу положена мера (площадь, объ-
ем) разности множеств. Метод может быть полезен при сравнении
множеств, которые заданы с помощью системы неравенств.

Ключевые слова: функциональный метод локализации, локализи-
рующее множество, численные методы локализации

1. Введение

Функциональный метод локализации (ФМЛ) — удобный инстру-
мент качественного анализа динамических систем, позволяяющий
строить множества в фазовом пространстве системы (локализирующие
множества), содержащие все инвариантные компактные множества си-
стемы [1,2]. Данный метод изначально строился на аналитических пре-
образованиях, но были разработаны и численные методы построения
локализирующих множеств [3, 4], которые могут применяться, напри-
мер, для уточнения построенных аналитически локализирующих мно-
жеств. Возникает задача оценки эффективности численных методов
и их сравнения с аналитическими методами, т.е. сравнения множеств,
построенных разными способами.

2. Функциональный метод локализации

Рассмотрим автономную динамическую систему 𝑥̇ = 𝐹 (𝑥), где 𝑥 ∈
∈ R𝑛, 𝐹 ∈ 𝐶1(R𝑛,R𝑛). Пусть 𝜙 ∈ 𝐶1(R𝑛) — непрерывно дифференци-
руемая функция и 𝜙̇(𝑥) = 𝜙′(𝑥)𝐹 (𝑥) — ее производная в силу системы
𝑥̇ = 𝐹 (𝑥). Подмножество 𝑆(𝜙) = {𝑥 ∈ R𝑛 : 𝜙̇(𝑥) = 0} называют универ-
сальным сечением. Для произвольного множества 𝑄 ⊂ R𝑛 положим
𝜙inf(𝑄) = inf{𝜙(𝑥) : 𝑥 ∈ 𝑆(𝜙) ∩𝑄}, 𝜙sup(𝑄) = sup{𝜙(𝑥) : 𝑥 ∈ 𝑆(𝜙) ∩𝑄}.
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Теорема 1. [1] Все инвариантные компакты системы 𝑥̇ = 𝐹 (𝑥),
целиком содержащиеся в множестве 𝑄, содержатся в множестве

Ω(𝜙,𝑄) = {𝑥 ∈ R𝑛 : 𝜙inf(𝑄) ⩽ 𝜙(𝑥) ⩽ 𝜙sup(𝑄)}.

Множество Ω(𝜙,𝑄) называют локализирующим для системы 𝑥̇ =
= 𝐹 (𝑥), а функцию 𝜙, порождающую это множество, — локализирую-
щей.

Строить локализирующее множество можно с помощью последо-
вательного применения ряда локализирующих функций. Рассмотрим
последовательность функций 𝜙𝑘 ∈ 𝐶1(R𝑛), 𝑘 = 0, 1, 2, . . . и некоторое
множество 𝑄 ⊂ R𝑛. Положим 𝑄0 = 𝑄, 𝑄𝑘 = Ω(𝜙,𝑄𝑘−1), 𝑘 = 1, 2, . . . ,
и 𝑄∞ =

⋂︀∞
𝑘=1𝑄𝑘. Тогда 𝑄1 ⊃ 𝑄2 ⊃ · · · ⊃ 𝑄∞ и, кроме того, все инва-

риантные компакты, целиком лежащие в 𝑄, также содержатся в 𝑄∞.
Указанную процедуру называют итерационной [1].

Изначально метод базировался на аналитических преобразованиях.
Позже для решения задач локализации были предложены и численные
методы [3,4]. Базовый алгоритм численного построения локализирую-
щих множеств можно изложить в следующем виде [4]: 1) множество
𝑄 ⊂ R𝑛 накрывается равномерной сеткой с узлами; 2) для каждой ло-
кализирующей функции строится аппроксимация универсального се-
чения в виде семейства точек; 3) циклически строятся границы ло-
кализирующего множества с использованием последовательности ло-
кализирующих функций. Для корректного использования алгоритма
необходимо, чтобы множество 𝑄 было ограниченным.

3. Сравнение множеств

При анализе точности алгоритмов численного построения локали-
зирующих множеств, а также их эффективности как способа уточне-
ния множеств, построенных аналитически, возникает задача сравнения
множеств. Пусть аналитически получено локализирующее множество
𝐴, а с помощью численного алгоритма построено множество 𝑁 . Первое
представлено системой неравенств с использованием локализирующих
функций, второе — также как система неравенств с теми же локализи-
рующими функциями. Для сравнения множеств используем меру (пло-
щадь, объем) разностей множеств 𝐴 ∖𝑁 и 𝑁 ∖𝐴. Чтобы оценить меру
разностей множеств, в пространстве состояний системы строим регу-
лярную сетку, гарантированно накрывающую оба множества 𝐴 и 𝑁 , и
вычисляем количество узлов сетки, попадающих в нужное множество
(т.е. узлов, удовлетворяющих соответствующей системе неравенств).
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Если ℎ — шаг регулярной сетки, 𝑛 — размерность фазового простран-
ства, то с каждым узлом регулярной сетки можно ассоциировать меру
ℎ𝑛. И мы получаем оценки 𝜇(𝐴 ∖𝑁) ≈ 𝑆𝐴∖𝑁ℎ

𝑛, 𝜇(𝑁 ∖𝐴) ≈ 𝑆𝑁∖𝑎ℎ
𝑛, где

𝑆𝑋 обозначает количество узлов регулярной сетки, попавших в мно-
жество 𝑋.

Здесь возникает два варианта. Если 𝑆𝑁∖𝐴 = 0, то 𝑆𝐴∖𝑁 = 𝑆𝐴−𝑆𝑁 и
приближенно можно считать, что 𝑁 ∖𝐴 = ∅. Тогда множество 𝑁 цели-
ком содержится в множестве 𝐴. В этом случае величина (𝑆𝐴 − 𝑆𝑁 )ℎ𝑛

будет характеризовать, насколько 𝑛 лучше 𝐴. Случай 𝑆𝐴∖𝑁 = 0 анало-
гичен предыдущему. Если 𝑆𝐴∖𝑁 ̸= 0, 𝑆𝑁∖𝐴 ̸= 0, то можно считать, что
ни одно из множеств не содержит другое. Сравнивая величины 𝑆𝐴∖𝑁
и 𝑆𝑁∖𝐴, можно сделать вывод, какое из множеств 𝐴 и 𝑁 точнее.

Заметим, что в последним случае как лучшую локализацию ин-
вариантных компактов динамической системы можно рассматривать
пересечение множеств 𝐴 и 𝑁 .

Предлагаемый метод может использоваться для сравнения любых
множеств в конечномерном арифметическом пространстве, заданных
системой неравенств. При этом необходимо, чтобы эти множества были
ограничены.

Список литературы

1. Канатников А.Н., Крищенко А.П. Инвариантные компакты динамиче-
ских систем. М.: Изд-во МГТУ им. Н.Э. Баумана, 2011.

2. Канатников А.Н., Крищенко А.П. Функциональный метод локализации
и принцип инвариантности Ла-Салля // Математика и математическое
моделирование. 2021. № 1. С. 1–12.

3. Воркель А.А., Крищенко А.П. Численное исследование асимптотической
устойчивости положений равновесия // Математика и математическое
моделирование. 2017. № 3. C. 44–63.

4. Канатников А.Н., Ткачева О.С. О численных методах в задачах локали-
зации // Дифференциальные уравнения. 2024. Т. 60. № 11. С. 1553–1561.

Comparison of Sets in the Numerical Solution of Localization
Problems

A. N. Kanatnikov1, O. S. Tkacheva2, M. S. Vinogradova1

BMSTU, Moscow, Russia1

ICS RAN, Moscow, Russia2

tkolga17@gmail.com

The paper proposes a method for comparing localizing sets constructed
analytically or numerically using the functional localization method. It
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is based on a measure (area, volume) of the difference between sets.
The method can be useful when comparing sets defined by a system of
inequalities.

УДК 519.21

Исследование устойчивости билинейных стохастических
моделей компартментного типа
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Проводится анализ асимптотического поведения решения стохасти-
ческой билинейной системы, описывающей динамику популяций.
Устанавливаются условия экспоненциальной сходимости к положе-
нию равновесия.

Ключевые слова: билинейная стохастическая система, устойчи-
вость, SEIR модель

1. Введение

В работе рассматривается модель динамики популяций в двух цен-
трах (городах, регионах и т.д.) с учетом миграции и распределения
индивидов по группам, соответствующим их эпидемиологическому ста-
тусу. Предполагается, что численность групп также подвержена влия-
нию случайных факторов, входящих в динамику мультипликативным
образом. Анализируемая модель относится к классу т.н. SEIR-моделей,
состоящих из эпидемиологических групп 4 типов: S — подверженные
заболеванию, E — зараженные в инкубационном периоде, I — заразные,
R — переболевшие. Перемещение индивида между группами происхо-
дит следующим образом: S→ E→ I→ R. Для популяций в каждом из
центров (𝑖 = 1, 2) уравнения динамики имеют вид
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𝑑𝑆𝑖(𝑡) = −𝛽𝑖
𝑆𝑖(𝑡)𝐼𝑖(𝑡)

𝑁𝑖(𝑡)
𝑑𝑡− 𝑘𝑖𝑗𝑆𝑖(𝑡)𝑑𝑡+ 𝑘𝑗𝑖𝑆𝑗(𝑡)𝑑𝑡

+
𝑆𝑖(𝑡)

𝑁𝑖(𝑡)
(𝜎1𝐸𝑖(𝑡) + 𝜎2𝐼𝑖(𝑡))𝑑𝑤(𝑡),

𝑑𝐸𝑖(𝑡) = −𝛽𝑖
𝑆𝑖(𝑡)𝐼𝑖(𝑡)

𝑁𝑖(𝑡)
𝑑𝑡− 𝑘𝑖𝑗𝐸𝑖(𝑡)𝑑𝑡+ 𝑘𝑗𝑖𝐸𝑗(𝑡)𝑑𝑡

− 𝑆𝑖(𝑡)
𝑁𝑖(𝑡)

𝜎1𝐸𝑖(𝑡)𝑑𝑤(𝑡),

𝑑𝐼𝑖(𝑡) = −𝜆𝐸𝑖(𝑡)𝑑𝑡− 𝛾𝑖𝐼𝑖(𝑡)𝑑𝑡− 𝑙𝑖𝑗𝐸𝑖(𝑡)𝑑𝑡+ 𝑙𝑖𝑗𝐸𝑗(𝑡)𝑑𝑡

− 𝑆𝑖(𝑡)
𝑁𝑖(𝑡)

𝜎2𝐼𝑖(𝑡)𝑑𝑤(𝑡),

𝑑𝑅𝑖(𝑡) = 𝛾𝑖𝐼𝑖(𝑡)𝑑𝑡− 𝑘𝑖𝑗𝑅𝑖(𝑡)𝑑𝑡+ 𝑘𝑗𝑖𝑅𝑗(𝑡)𝑑𝑡,

𝑆𝑖(𝑡) + 𝐸𝑖(𝑡) + 𝐼𝑖(𝑡) +𝑅𝑖(𝑡) = 𝑁𝑖(𝑡),

𝑆𝑖(0) = 𝑆𝑖,0, 𝐸𝑖(0) = 𝐸𝑖,0, 𝐼𝑖(0) = 𝐼𝑖,0, 𝑅𝑖(0) = 𝑅𝑖,0 ,

где 𝑤(𝑡) — стандартный одномерный винеровский процесс. Для пара-
метров модели предполагается, что 𝛽1, 𝛽2 > 0, 𝜆 > 0, 𝑘12 + 𝑘21 > 0,
𝑙12 + 𝑙21 > 0, 𝛾1, 𝛾2 > 0, 𝜎1, 𝜎2 – некоторые константы. Также отметим,
что представленная SEIR модель может быть получена в результате
решения задачи оптимального управления, см. [1], когда параметры
𝛽𝑖, 𝛾𝑖 выбираются исходя из минимизации критерия ожидаемых со-
вокупных потерь. Ставится задача анализа асимптотического поведе-
ния решения при 𝑡 → ∞, включая исследование устойчивости. Также
стоит подчеркнуть, что рассматриваемая система относится к клас-
су билинейных стохастических систем ввиду наличия коэффициентов
𝑆𝑖(𝑡)𝐼𝑖(𝑡), 𝑆𝑖(𝑡)𝐸𝑖(𝑡) в уравнениях динамики.

2. Основной результат

Результаты о поведении решения модели сформулированы в следу-
ющем утверждении
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Лемма 1. Если 𝑆𝑖,0, 𝐸𝑖,0, 𝐼𝑖,0, 𝑅𝑖,0 > 0, то 𝑆𝑖(𝑡), 𝐸𝑖(𝑡), 𝐼𝑖(𝑡), 𝑅𝑖(𝑡) >
0 с вероятностью 1 при 𝑡 ⩾ 0. Также имеют место сходимости
𝑆𝑖(𝑡)→ 𝑆𝑖,∞, 𝐸𝑖(𝑡)→ 0, 𝐼𝑖(𝑡)→ 0, 𝑅𝑖(𝑡)→ 𝑅𝑖,∞, почти наверное при
𝑡→∞. При этом 𝑘12𝑆1,∞ = 𝑘21𝑆2,∞, 𝑘12𝑅1,∞ = 𝑘21𝑅2,∞.

Для оценки скорости сходимости к стационарному состоянию вве-
дем матрицу

𝒜 =

⎛⎜⎜⎝
−𝜆− 𝑘12 𝑘21 𝛽1 0
𝑘12 −𝜆− 𝑘21 0 𝛽2
𝜆 0 −𝛾1 − 𝑙12 𝑙21
0 𝜆 𝑙12 −𝛾2 − 𝑙21

⎞⎟⎟⎠
и возмущенную матрицу 𝒜𝜎 = 𝒜 + 𝜎

2

2 𝐼, где 𝐼 — единичная матри-
ца, 𝜎2 = max{𝜎2

1 , 𝜎
2
2}. Экспоненциальная устойчивость почти наверное

(п.н.) для процесса 𝑋(𝑡) = (𝐸1(𝑡)𝐸2(𝑡) 𝐼1(𝑡) 𝐼2(𝑡))
𝑇 означает, что суще-

ствует неслучайная константа 𝜅 > 0 (темп устойчивости), при которой
‖𝑋(𝑡)‖ ⩽ 𝜅0𝑒

−𝜅(𝑡−𝑠)‖𝑋(𝑠)‖, с вероятностью 1 при 𝑡 ⩾ 0 (‖ · ‖ — век-
торная норма), 𝜅0 — п.н. конечная константа, зависящая от 𝑠, см. [2].
Доказан следующий результат.

Теорема 1. Если матрица 𝒜𝜎 экспоненциально устойчива, то
процесс 𝑋(𝑡) экспоненциально устойчив почти наверное c темпом

𝜅 =
𝜇min[(−𝒜𝜎)𝑇𝐷 +𝐷(−𝒜𝜎)]

𝜇max[𝐷]
,

где 𝐷 — диагональная матрица с элементами главной диагонали вида
𝑑𝑖𝑖 = 𝑧𝑖/𝑦𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 4, вектора 𝑦 = (−𝒜𝜎)−114, 𝑧 = (−𝒜𝜎)−𝑇14, 14 =

(1 1 1 1)𝑇 , 𝑇 — знак транспонирования, 𝜇min[·] и 𝜇max[·] обозначают
минимальное и максимальное собственные числа матрицы.

Доказательство основано на применении функции Ляпунова вида
𝑉 (𝑥) = 𝑥𝑇𝐷𝑥. В условиях Теоремы 1 матрица 𝒜𝜎 допускает представ-
ление 𝒜𝜎 =ℳ+ℬ, гдеℳ — устойчивая матрица с неотрицательными
элементами вне главной диагонали (матрица типа Метцлера), ℬ — мат-
рица с неотрицательными элементами, поэтому условие устойчивости
может быть сформулировано в стандартном для эпидемиологических
моделей виде ℛ0 < 1, где ℛ0 = 𝜇max[−ℬℳ−1] — максимальное соб-
ственное значение матрицы −ℬℳ−1, называемое индексом репродук-
ции, см. [3].
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An asymptotic study of the solution to a stochastic bilinear system that
describes population dynamics is performed. The conditions for exponential
convergence to an equilibrium are established.
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Вынужденные колебания нагруженной вращающейся шины
с переменной длиной зоны контакта
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На базе ранее предложенной аналитической модели радиальной
шины исследуются ее вынужденные колебания в окрестности ста-
ционарного режима качения с учетом изменения длины зоны кон-
такта (ЗК). Особенность предложенной аналитической модели ши-
ны состоит в том, что нет необходимости, базируясь на физических
соображениях или интуиции, придумывать динамические гранич-
ные условия (ГУ), определяющие решение проблемы, так как эти
условия получаются автоматически в результате применения вари-
ационного принципа. В случае вынужденных колебаний с различ-
ными возмущающими частотами в горизонтальном и вертикальном
направлениях найдены функции времени, определяющие динами-
ческие компоненты переменных границ ЗК. Также найдены фор-
мы колебаний нагруженной вращающейся шины, которые являют-
ся аналитическими решениями неоднородного дифференциального
уравнения в частных производных, удовлетворяющими кинемати-
ческим и динамическим ГУ.

Ключевые слова: радиальная шина, аналитическая модель, вынуж-
денные колебания, переменная длина зоны контакта

Модель радиальной шины, позволяющая аналитически проанали-
зировать динамические эффекты, возникающие при качении, была
предложена в [1–5]. Предполагается, что механическая система состоит
из двух частей: деформируемой и недеформируемой. Недеформируе-
мой частью колеса является диск, который представляется абсолют-
но твердым телом, а деформируемой частью колеса является шина.
В рамках модели поверхность шины представлена гибким бандажом
и упругими боковинами, соединяющими бандаж с диском. В неде-
формированном состоянии боковины шины представляются частями
двух торов и состоят из несжимаемой резины согласно модели Муни-
Ривлина. Бандаж в недеформированном состоянии является круговым
цилиндром. Предполагается, что бандаж армирован нерастяжимыми
нитями, вследствие чего в деформированном состоянии бандаж оста-
ется цилиндрической поверхностью, представленной плоской дефор-
мированной срединной линией и семейством ортогональных ей пря-
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Рис. 1: Моделирование вынужденных колебаний катящейся шины с
подвижными границами

мых. ЗК бандажа с опорной плоскостью представляется прямоуголь-
ником постоянной ширины и переменной длины, определяемой двумя
функциями времени. В результате применения вариационного принци-
па Гамильтона-Остроградского получается система уравнений движе-
ния, которая имеет следующую структуру: уравнения Лагранжа вто-
рого рода с неопределенными множителями, уравнения движения в
частных производных, уравнения связей и динамические ГУ. Также
учитываются кинематические ГУ. Вначале рассматривается стацио-
нарный режим качения нагруженной шины с постоянной угловой ско-
ростью Ω, а далее изучается проблема колебаний шины в окрестности
этого режима. Рассматриваются вынужденные колебания с гармони-
ческими возмущающими функциями с различными частотами в го-
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ризонтальном и вертикальном направлениях. Аналитическое решение
𝑉vib неоднородного дифференциального уравнения в частных произ-
водных четвертого порядка, описывающего плоские радиальные ко-
лебания в окрестности стационарного режима качения, должно удо-
влетворять динамическим и кинематическим ГУ. Главная сложность
заключается в том, что ГУ накладываются в граничных точках ЗК,
которые сами заранее неизвестны: функции времени 𝛼𝑘 vib(𝑡), опреде-
ляющие динамические компоненты переменных границ ЗК, удовлетво-
ряют дифференциальным уравнениям (𝑘 = 1, 2):[︁(︁
(𝑔0−𝑛11)[𝑈 ′′]𝑘−(−1)𝑘[(𝜆∘)′(𝑉 ′′+𝑉 )]𝑙(𝑘)−(−1)𝑘[𝜆∘(𝑉 ′′′+𝑉 ′)]𝑙(𝑘)

)︁
cos𝛼∘

𝑘−

−
(︁
(𝑔0 − 𝑛12)[𝑉 ′′]𝑘 + (−1)𝑘[(𝜆∘)′]𝑙(𝑘)

)︁
sin𝛼∘

𝑘 + 𝑟𝜇∘
1𝑘

]︁
𝛼𝑘 vib−

−𝜌𝑟3Ω
(︀
[𝑈 ′]𝑘cos𝛼

∘
𝑘−[𝑉 ′]𝑘sin𝛼

∘
𝑘

)︀
𝛼̇𝑘 vib=𝜌𝑟

3Ω[𝑉̇ ′
vib]𝑘cos𝛼

∘
𝑘+𝜌𝑟

3Ω[𝑉̇vib]𝑘sin𝛼
∘
𝑘+

+(𝑔0−𝑛11)[𝑉 ′′
vib]𝑘 cos𝛼

∘
𝑘+(𝑔0−𝑛12)[𝑉 ′

vib]𝑘 sin𝛼
∘
𝑘+(−1)𝑘[𝜆vib]𝑙(𝑘) sin𝛼∘

𝑘+

+(−1)𝑘[𝜆∘(𝑉 ′′
vib+𝑉vib)]𝑙(𝑘) cos𝛼

∘
𝑘+(−1)𝑘[𝜆vib(𝑉 ′′+𝑉 )]𝑙(𝑘) cos𝛼

∘
𝑘, 𝑔0=𝜌𝑟

3Ω2.
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We investigate forced vibrations of a loaded tyre rolling at constant
speed with a variable contact area length. A previously proposed analytical
model of a reinforced tyre is considered. The main feature is that the
dynamic boundary conditions determining the solution of the problem
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do not need to be invented, since they are obtained automatically as
equations from the variational principle. The functions of time determining
the dynamic components of a variable contact area boundaries are found.
The mode shapes of loaded rotating tyre are determined analytically in
the case of forced vibrations with harmonic input with different driving
frequencies in horizontal and vertical directions as the analytical solutions
of inhomogeneous partial differential equation of fourth order satisfying the
kinematic and dynamic boundary conditions.
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Отмечаются особенности взаимосвязи научных исследований кос-
мической динамики и небесной механики, а также влияние этих
исследований на другие области естествознания. В рамках описа-
ния этой взаимосвязи дается обзор результатов исследовательских
трудов научной школы Виктора Сергеевича Новоселова, посвящен-
ный 100-летию со дня его рождения.

Ключевые слова: оптимальное управление ИСЗ около положения
равновесия, оптимальные межорбитальные переходы, уравнения
космической динамики

Тесная взаимосвязь научных исследований в областях астрономии,
математики и механики проявилась давно. Наблюдения звездного неба
и теоретические обоснования движения естественных небесных объек-
тов (таких как Луна, Солнце и звезды, планеты и их естественные
спутники, кометы и астероиды) привели к открытию сил гравитаци-
онного взаимодействия, выводу законов Кеплера и Ньютона. Эти за-
коны позволили исследовать динамику различных земных объектов.
В свою очередь, открытие реактивных сил для земных механических
систем переменного состава позволило моделировать движение искус-
ственных небесных тел (ракет, космических аппаратов) и управлять
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ими.
Влияние результатов исследований в космической динамике и

небесной механике можно увидеть и в других областях естествозна-
ния, таких как биофизика, механика живых систем, мехатроника, тео-
рия робототехники. Развитие качественных аналитических и числен-
ных методов, их применение для решения сложных прикладных задач
в перечисленных научных областях позволило получить ряд интерес-
ных результатов, представленных в научных исследованиях Виктора
Сергеевича Новоселова (1926-2019) и последователей его научной шко-
лы.

Виктор Сергеевич начал свой научный путь в сложные послевоен-
ные годы. Его наставниками были известные ученые в области теоре-
тической и статистической физики, аналитической механики и аэро-
гидродинамики Ю.А. Крутков и Н.Н. Поляхов. После окончания ЛГУ
(1951) Новоселов В.С. защитил диссертацию «Некоторые вопросы ме-
ханики переменных масс» (1952). Теоремы динамики были распростра-
нены на механические системы переменного состава [1]. Это позволило
уточнить уравнение Мещерского и обобщить уравнение Жуковского.
Докторская диссертация «Некоторые вопросы неголономной механи-
ки» (1959) содержит ряд результатов для построения аналитических
решений уравнений системы необходимых условий для оптимизации
космических траекторий.

В 1961 г. В.С. Новоселов был избран заведующим кафедрой тео-
ретической астрономии математико-механического факультета ЛГУ,
позднее переименованной в кафедру небесной механики. В 1969 г. Вик-
тор Сергеевич активно участвовал в создании факультета прикладной
математики – процессов управления и кафедры механики управляемо-
го движения, которую возглавлял до 1995 года. Основные направления
исследований кафедры были связаны с космической динамикой. В мо-
нографии «Аналитическая теория оптимизации в гравитационных по-
лях» (1972) построена общая схема решения задач оптимизации управ-
ляемого движения космических аппаратов [2]. Работы по этой тематике
для классических способов управления и для управления с помощью
солнечного паруса были продолжены его учениками и сотрудниками
кафедры, например, в [3–6].

В разные годы В.С. Новоселов неоднократно обращался к исследо-
ванию управляемого движения систем при действии случайных воз-
мущений или сил. Его личный вклад в науку определялся постоянным
интересом к трудным и новым проблемам аналитической механики,
управления движением механических систем и космической динамики.
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Появлялись новые темы: квантовая механика и статистическая физи-
ка, биомеханика живых систем и нейродинамика. Новоселовым и его
многочисленными научными последователями проводились исследова-
ния по аналитическим и численным алгоритмам динамики управляе-
мого движения, гамильтоновым системам, методам численного инте-
грирования, оптимизации в нелинейных задачах механики. Методы,
изначально разработанные представителями научной школы Новосе-
лова для решения задач небесной механики и космической динами-
ки, нашли применение в различных прикладных задачах, не имеющих
непосредственного отношения к этим областям. Так, например, числен-
ные методы, полученные учеником Новоселова Л.К. Бабаджанянцем,
с успехом используются для идентификации параметров в сложных
экологических и химических моделях [7].

Виктор Сергеевич Новоселов является автором более 240 работ.
Среди них 16 монографий и учебных пособий. Результаты его иссле-
дований широко используются в курсах, читаемых в СПбГУ.
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The specific features of the relationship between scientific research in
space dynamics and celestial mechanics are noted, as well as the influence
of these studies on other fields of natural science. Within the framework
of this relationship, an overview is provided of the research results from
Victor Sergeevich Novoselov’s scientific school, dedicated to the centenary
of his birth.
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Доклад посвящен задаче управляемости с переменной структурой,
в которой рассматривается использование управления по началь-
ным данным. С помощью аппарата выпуклого анализа и теории
управления на основе опорных функций получены условия управ-
ляемости по начальным данным в поставленной задаче.

Ключевые слова: управляемость, задача с переменной структурой,
управление по начальным данным, множетво достижимости

1. Введение

В работе исследуется задача управляемости с переменной структу-
рой, то есть движение объекта описывается двумя системами на после-
довательных интервалах времени. Причем рассматривается так назы-
ваемое управление по начальным данным, когда в правую часть одной
из систем явно управление не входит. Возникает необходимость поиска
условий на начальное множество, при которых множество достижимо-
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сти будет выпуклым. Это позволяет эффективно использовать аппарат
выпуклого анализа для ислледования управляемости.

2. Основной результат

Исследуем на управляемость систему, в которой объект сначала
движется самостоятельно, а в нужный момент мы начинаем корректи-
ровать его курс.

Пусть движение объекта описывается системой

(1)

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑥̇ = 𝑓(𝑥, 𝑡), 𝑡 ∈ [𝑡0; 𝑡𝑔]

𝑥̇ = 𝐴𝑥+𝐵𝑢, 𝑡 ∈ [𝑡𝑔; 𝑡1]

𝑥(𝑡0) ∈𝑀0

𝑥(𝑡1) ∈𝑀1,

где 𝑀0,𝑀1 — выпуклые компактные множества, 𝑡0 < 𝑡𝑔 < 𝑡1 ∈ R
— заданные моменты времени. Допустимыми управлениями являют-
ся всевозможные измеримые функции 𝑢(·) со значениями в выпуклом
компактном множестве 𝒰 ⊂ R𝑛.

Теорема 1. Пусть 𝑓 ∈ 𝐶 ∩ 𝐶1,1(𝑥, ·), 𝜙 — общее решение первого
равенства (1), 𝜇−, 𝜇+ — наименьшее и наибольшее собственные зна-
чения симметричной части матрицы первых производных 𝐷𝑓(𝑥, ·)
функции 𝑓 по 𝑥. Пусть также существуют константы 𝜆−, 𝜆+, 𝐿 ∈ R
такие, что ∀(𝜏, 𝑥)

𝜆− ⩽ 𝜇− ⩽ 𝜇+ ⩽ 𝜆+,

𝐿 ⩾ lim sup
ℎ→0,𝑠→𝜏

‖𝐷𝑓(𝑠, 𝑥+ ℎ)−𝐷𝑓(𝑠, 𝑥)‖
‖ℎ‖

а также обозначены

𝑇 =

{︃
2𝜆+ − 𝜆− если 𝑡 ⩾ 𝑡0,

𝜆+ − 2𝜆− в противном случае,

𝐾 =

⎧⎨⎩|𝑡− 𝑡0| если 𝑇 = 0,
exp(𝑇 |𝑡− 𝑡0|)− 1

𝑇
в противном случае.

Тогда система (1) имеет решение 𝑢 ∈ 𝒰 , если
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∃𝑥0 ∈𝑀0, 𝑅 ⩽
1

𝐾 × 𝐿 : ∀𝜓 ∈ 𝑆 :

(2)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑐(𝑀0, 𝜓)− 𝑐(𝑆𝑅(𝑥0), 𝜓) ⩾ 0,

𝑐(𝜙(𝑆𝑅(𝑥0), 𝑡0, 𝑡𝑔), 𝜓) + 𝑐(𝑀1,−𝑒(𝑡𝑔−𝑡1)𝐴
*

𝜓)+

+

𝑡1−𝑡𝑔∫︁
0

𝑐(𝐵𝑈, 𝑒−𝑠𝐴
*

𝜓)𝑑𝑠 ⩾ 0

где 𝑆 — единичный шар.
Первое неравенство (2) означает, что мы выбрали шар малого ради-

уса в множестве начальных состояний; из второго неравенства следует,
что образ этого шара на первом участке и множество управляемости
на втором участке пересекаются.

3. Заключение

Полученные результаты могут быть применены в практических за-
дачах для оценки принципиальной управляемости изучаемого объекта,
для поиска оптимальных начальных и конечных состояний и времени
переключения, в том числе с использованием компьютерных методов.
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The talk is devoted to the controllability problem for a variable-
structure system, which examines the use of initial data control. Using
the tools of convex analysis and support function-based control theory,
conditions for initial data controllability in the stated problem are obtained.
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Об устойчивости стационарных решений уравнений
движения гиростата для аналога случая Лагранжа

А. А. Косов
ИДСТУ СО РАН им. В. М. Матросова, Иркутск, Россия

kosov_idstu@mail.ru

Рассматриваются уравнения движения гиростата под действием
момента потенциальных и гироскопических сил. Получены доста-
точные условия существования четвертого первого интеграла для
случая, аналогичного случаю Лагранжа. Выделены стационарные
решения и получены условия их устойчивости по Ляпунову.

Ключевые слова: гиростат, аналог случая Лагранжа, перманентные
вращения, устойчивость, метод связок Четаева

1. Введение
В динамике твердого тела с неподвижной точкой важное значение

имеют как классические случаи полной интегрируемости, так и случаи
частичной интегрируемости, когда удается получить дополнительный
частный интеграл [1]. Исследования динамических свойств гиростатов
с использованием первых интегралов остаются актуальными и продол-
жаются [2]. В докладе будет представлен аналог классического случая
Лагранжа для гиростата при действии момента потенциальных и ги-
роскопических сил, зависящего от трех произвольных функций.

2. Уравнения движения и первые интегралы
Рассмотрим уравнения движения гиростата с неподвижной точкой

под действием момента сил

(1) 𝐼𝜔̇ = (𝐼𝜔 + 𝜆)× 𝜔 +𝑀,

(2) 𝛾̇ = 𝛾 × 𝜔.

Здесь 𝜔 — вектор угловой скорости, 𝛾 — единичный вектор оси симмет-
рии силового поля, заданные проекциями на оси связанной системы
координат, 𝐼 = diag(𝐼1, 𝐼2, 𝐼3) > 0 — матрица тензора инерции отно-
сительно неподвижной точки, 𝜆 — вектор гиростатического момента,
𝑀 = 𝑀(𝑡, 𝛾, 𝜔) — вектор момента сил, действующих на гиростат. Бу-
дем рассматривать в качестве первых интегралов следующие функции

(3) 𝐽1 = 𝐽1(𝛾, 𝜔) = 𝜔𝑇 𝐼𝜔 + 2𝑈(𝛾) = 𝑐1 = const,
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(4) 𝐽2 = 𝐽2(𝛾, 𝜔) = 𝛾𝑇 (𝐼𝜔 + 𝜆) + 𝑉 (𝛾) = 𝑐2 = const,

(5) 𝐽3 = 𝐽3(𝛾) = 𝛾𝑇 𝛾 = 1,

где 𝑈(𝛾) и 𝑉 (𝛾) — некоторые непрерывно дифференцируемые функ-
ции.

Отметим, что геометрический интеграл (5) имеет место при любом
выборе момента 𝑀 =𝑀(𝑡, 𝛾, 𝜔). Но для того, чтобы у системы (1), (2)
существовали интеграл энергии (3) и интеграл площадей (4), момент
𝑀 =𝑀(𝑡, 𝛾, 𝜔) не может быть произвольным, а должен удовлетворять
определенным условиям. Эти необходимые и достаточные условия да-
ются следующим утверждением.

Утверждение 1. Для того, чтобы функции (3) и (4) были пер-
выми интегралами для системы (1), (2) необходимо и достаточно,
чтобы момент 𝑀 был представим в виде

(6) 𝑀 = 𝛾 × 𝜕𝑈

𝜕𝛾
+
𝜕𝑈

𝜕𝛾
× 𝜔 + 𝐿(𝑡, 𝛾, 𝜔)𝜔 × 𝛾,

где 𝐿(𝑡, 𝛾, 𝜔) — произвольная функция.
Данное утверждение показывает, что первые интегралы (3) и (4)

определяют момент 𝑀 в правой части (1) единственным образом с
точностью до циркулярно-гироскопической составляющей 𝐿(𝑡, 𝛾, 𝜔)𝜔×
𝛾. Первые два слагаемых в формуле момента (6) представляют собой
соответственно момент потенциальных сил 𝛾× 𝜕𝑈

𝜕𝛾 с потенциалом 𝑈(𝛾)

и момент гироскопических сил 𝜕𝑉
𝜕𝛾 ×𝜔, определяемый функцией 𝑉 (𝛾).

3. Аналог случая Лагранжа
Утверждение 2. Пусть для системы (1), (2), (6) выполняются

условия:
1. 𝐼1 = 𝐼2, 𝜆1 = 𝜆2 = 0;
2.𝑈(𝛾) = 𝑈(𝛾3);
3.𝑉 (𝛾) = 0.5𝑠(𝛾21 + 𝛾22) + 𝜙(𝛾3), где 𝑠 — некоторая постоянная, а

𝜙(𝛾3) произвольная непрерывно дифференцируемая функция;
4.𝐿 = 𝐿(𝛾3) — произвольная непрерывная функция.

Тогда система (1), (2), (6) кроме интегралов (3)–(5) имеет дополни-
тельный интеграл

𝐽4 = 𝐼3𝜔3 +

𝛾3∫︁
0

𝐿(𝑦)𝑑𝑦 − 𝑠𝛾3

и полностью интегрируема.
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4. Стационарные решения и достаточные условия их
устойчивости

При условиях утверждения 2 система (1), (2) имеет следующие ста-
ционарные решения:
Состояния покоя:

(7) 𝜔̄1 = 𝜔̄2 = 𝜔̄3 = 0, 𝛾1 = 𝛾2 = 0, 𝛾3 = 𝜎 = ±1,
(8)

𝜔̄1 = 𝜔̄2 = 𝜔̄3 = 0, 𝛾1 =

√︁
1− 𝜂2 cos𝜓, 𝛾2 =

√︁
1− 𝜂2 sin𝜓, 𝛾3 = 𝜂,

где 𝜂 есть вещественный корень уравнения с модулем не более 1, а 𝜓 —
параметр, подчиненный условиям 0 ⩽ 𝜓 < 2𝜋.
Перманентные вращения:

(9) 𝛾1 = 𝛾2 = 0, 𝛾3 = 𝜎 = ±1, 𝜔̄1 = 𝜔̄2 = 0, 𝜔̄3 = 𝜎Ω, Ω ∈ R,

𝛾1 =

√︁
1− 𝜃2 cos𝜓, 𝛾2 =

√︁
1− 𝜃2 sin𝜓, 𝛾3 = 𝜃, 𝜃 ∈ [−1, 1],

(10) 𝜔̄1 = 𝜔0

√︁
1− 𝜃2 cos𝜓, 𝜔̄2 = 𝜔0

√︁
1− 𝜃2 sin𝜓, 𝜔̄2 = 𝜃𝜔0,

где 𝜃 и 𝜓 — параметры, подчиненные условиям 𝜃 ∈ [−1, 1], 0 ⩽ 𝜓 < 2𝜋,
а 𝜔0 есть вещественный корень квадратного уравнения

(11) (𝐼1 − 𝐼3)𝜃𝜔2
0 + (𝑠𝜃 − 𝜆3 − 𝜙′(𝜃))𝜔0 + 𝑈 ′(𝜃) = 0.

Для семейства перманентных вращений (9) величина угловой скорости
Ω может быть произвольной, а для семейства (10) каждой фиксирован-
ной паре (𝜃, 𝜓) значений параметров может соответствовать не более
двух возможных значений угловой скорости 𝜔0.

Утверждение 3. Если выполнено условие 𝜎𝑈 ′(𝜎) < 0, то соот-
ветствующее состояние покоя (7) устойчиво по Ляпунову.

Утверждение 4. Если выполнено условие 𝑈 ′′(𝜂) > 0, то каждое
состояние покоя из семейства (8) устойчиво по Ляпунову.

Утверждение 5. Среди семейства перманентных вращений (10)
устойчивыми по Ляпунову будут те, для которых выполняется усло-
вие (𝐼3 − 𝐼1)Ω2 + (𝜆3𝜎 − 𝑠+ 𝜎𝜙′(𝜎))Ω− 𝜎𝑈 ′(𝜎) > 0.

В докладе будут представлены также необходимые условия устой-
чивости стационарных решений, полученные на основе анализа харак-
теристического уравнения для системы линейного приближения.

Работа выполнена при финансовой поддержке Минобрнауки России (Проект
№ 126021016902-8).
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The equations of motion of a gyrostat under the torque of potential and
gyroscopic forces are considered. Sufficient conditions for the existence of
the fourth first integral are obtained for a case analogous to the Lagrange
case. Stationary solutions are identified, and the conditions for their Lyap-
unov stability are derived.
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Программное управление изгибом упругой консоли
в электрическом поле

Г. В. Костин
ИПМех РАН, Москва, Россия
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Изучается изгиб тонкой прямоугольной проводящей упругой балки
(консоли) над заземленным основанием. Консоль, управляемая по-
даваемым на нее электрическим напряжением, защемлена на одном
конце и шарнирно оперта на некотором расстоянии от свободного
конца. Ставится задача перевода покоящейся, недеформированной
консоли в конечное состояние статического изгиба. Построено дви-
жение консоли для выбранного класса программного управления.

Ключевые слова: упругая балка, электрическое поле, динамические
системы, метод конечных элементов, программное управление
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1. Описание математической модели консоли

Целью работы является моделирование управляемого изгиба уль-
тратонкой проводящей консоли, размеры которой соответствуют эле-
ментам быстродействующих микрооптических электромеханических
систем [1]. Традиционные актюаторы (например, пьезоэлектрические
[2]) неприменимы для таких систем из-за ограничений по масштабу.
Это создает потребность в методах управления, основанных на прямом
воздействии специально сформированного электромагнитного поля.

Недеформированная консоль имеет форму прямоугольного парал-
лелепипеда длины ℓ, ширины 2𝑏 и высоты 2ℎ. Материал упругой консо-
ли проводящий, однородный и изотропный с модулем Юнга 𝐸 и плот-
ностью 𝜌. С торца тело жестко закреплено на плоскости 𝑂𝑦𝑧 декар-
товой системы координат 𝑂𝑥𝑦𝑧. В отсчетном состоянии срединная по-
верхность консоли расположена симметрично плоскости 𝑂𝑥𝑧 на высоте
𝑧 = 𝑑 параллельно 𝑂𝑥𝑦. Тело опирается на ось 𝑥 = 𝑎 ∧ 𝑧 = 𝑑− ℎ.

На поверхность консоли подается переменный во времени 𝑡 электри-
ческий потенциал 𝑉 (𝑡). На проводящем основании 𝑧 = 0 поддерживает-
ся нулевой потенциал. В качестве задачи управления рассматривается
перевод тела, притягиваемого к основанию, из нулевого состояния в
терминальное статическое состояние в момент времени 𝑡 = 𝑇 .

Вне тела электрический потенциал 𝑈𝑒(r, 𝑡) определяется в квази-
статическом приближении, где r — радиус-вектор пространственной
точки. Допустим, что перемещения малы, и рассмотрим плоский из-
гиб консоли в рамках балочной теории Эйлера–Бернулли. Тогда пере-
мещения срединной линии тела 𝑤(𝑥, 𝑡) допустимы лишь вдоль оси 𝑧.
Притяжение консоли к основанию рассчитывалось с помощью метода
конечного элемента в зависимости от размеров поперечного сечения и
высоты подъема 𝑑+ 𝑤.

Выбраны геометрические параметры: длина ℓ = 25 мкм, пролет
между заделкой и опорой 𝑎 = 19 мкм, полуширина 𝑏 = 250 нм, полувы-
сота ℎ = 85 нм, высота срединной плоскости 𝑑 = 1.8 мкм. Физические
параметры: диэлектрическая проницаемость 𝜀𝑎 = 8.859 · 10−12 Ф/м,
плотность 𝜌 = 3 ·103 кг/м3, модуль Юнга 𝐸 = 70 ГПа. Далее перейдем
к безразмерным переменным, вводя характерные длину 𝑥* = 1мкм,
время 𝑡* = 1мкс, массу 𝑚* = 1 г, электрическое напряжение 𝑉* = 1мВ.
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2. Приближенные уравнения и управление изгибом
Кинетическая и потенциальная энергии консоли с существенными

краевыми и однородными начальными условиями запишется в виде

(1)

𝐾𝑑 = 2𝑏ℎ𝜌

ℓ∫︁
0

𝑤2
𝑡 d𝑥, 𝑈𝑑 =

4𝐸𝑏ℎ2

3

ℓ∫︁
0

𝑤2
𝑥𝑥d𝑥+ 𝑈𝑓 ,

𝑈𝑓 = 𝜀𝑎𝑉
2

ℓ∫︁
0

(︂
𝑐1 ln(𝑑+ 𝑤)− 𝑐2

𝑑+ 𝑤

)︂
d𝑥,

𝑤(0, 𝑡) = 𝑤𝑥(0, 𝑡) = 𝑤(𝑎, 𝑡) = 𝑤(𝑥, 0) = 𝑤𝑡(𝑥, 0) = 0.

Коэффициенты 𝑐1 = 0.228 и 𝑐2 = 0.339 определяют притяжение балки
к основанию и оценены при решении задачи Лапласа относительно 𝑈𝑒.

Цель управления — перевод консоли в статическое состояние 𝑤(𝑥)
при неком напряжении 𝑉𝑇 . Это состояние находится из условия мини-
мума потенциальной энергии 𝑈𝑠[𝑤] = 𝑈𝑑[𝑤]𝑉 (𝑡)=𝑉𝑇

→ min𝑤 с учетом
краевых условий из (1), где в 𝑈𝑑 заменили 𝑤(𝑥, 𝑡) на 𝑤(𝑥). Для решения
задачи статического изгиба использовались кусочно-полиномиальные
сплайны ̃︀𝑤 = wTb(𝑥), где w ∈ R𝑁 — вектор параметров изгиба, а
b : (0, ℓ) → R𝑁 — вектор базисных функций. Часть потенциальной
энергии 𝑈𝑓 , порожденная электрическим полем, стремится к минус
бесконечности при смещении точек консоли вниз. Статическое равно-
весие возможно только при наличии у электромеханического потенци-
ала 𝑈𝑠 локального минимума. Для рассматриваемого в статье примера
установлено, что локальный минимум существует, если электрический
потенциал меньше критического |𝑉𝑇 | < 𝑉 * ≈ 68.35.

Для построения движения выберем изгиб в форме сплайнов по 𝑥, в
котором вместо постоянного вектора w подставляется вектор-функция
времени w : (0, 𝑇 ) → R𝑁 , т.е. ̃︀𝑤 = wT(𝑡)b(𝑥). Используя (1), составим
лагранжиан системы 𝐿(𝑡,w(𝑡), ẇ(𝑡)) = 𝐾𝑑−𝑈𝑑 и запишем задачу Коши

ṗ(𝑡) = − 𝜕𝐿
𝜕w

, p(𝑡) =
𝜕𝐿

𝜕ẇ
, w(0) = p(0) = 0.

Терминальный электрический потенциал, подаваемый на консоль
положим равным 𝑉𝑇 = 65. Чтобы не возбуждать упругие колебания [3],
выберем достаточно большое время управления 𝑇 ≫ 𝑇1, где 𝑇1 — пе-
риод низшей моды колебаний около нулевого положения. Для числен-
ного примера зафиксируем 𝑇 = 10𝑇1 ≈ 7.6, 𝑁 = 15. Выбирается глад-
кий закон управления 𝑉 2(𝑡) = 𝑉 2

𝑇

(︁
3𝑇−2𝑡2 − 2𝑇−3𝑡3

)︁
. Как показывает

187



численное моделирование для выбранных параметров предложенное
управление электрическим напряжением 𝑉 приводит консоль в состо-
яние, которое близко к терминальному статическому изгибу. Для уточ-
нения позиционирования можно использовать более сложный закон
программного управления или применить стабилизирующий регуля-
тор по обратной связи.

Работа выполнена при поддержке Российского научного фонда (Проект № 25-
11-00333), https://rscf.ru/project/25-11-00333/.
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Feedforward Control of the Bending of an Elastic Cantilever
in Electric Field
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The bending of a thin rectangular elastic beam (cantilever) over a
grounded base is studied. The cantilever controlled by an applied electric
voltage is clamped at an end and with a hinged support at some distance
from the free end. The problem is to transfer the resting undeformed
cantilever to a terminal state of static bending. The cantilever motion is
constructed for the selected class of feedforward control.
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УДК 62-50

Управление асинхронным двигателем в генераторном
режиме

С. А. Кочетков
ИПУ РАН, Москва, Россия

kos@ipu.ru

Как известно электродвигатели могут работать в различных режи-
мах, таких как двигательный, режим торможения противовключе-
нием, генераторный режим, режим рекуперации энергии. Для асин-
хронного двигателя с короткозамкнутым ротором работа в генера-
торном режиме недостаточно рассмотрена в литературе. В статье
предлагается один из вариантов управления таким объектом для
генерации энергии заряда аккумуляторной батареи, подключенной
параллельно с конденсаторной нагрузкой электродвигателя. Базо-
вый закон управления синтезирован на одной из модификаций так
называемого «вихревого» алгоритма, обеспечивающего инвариант-
ность к неизвестной нагрузке.

Ключевые слова: асинхронный электродвигатель с короткозамкну-
тым ротором, генераторный режим, вихревой алгоритм

1. Введение

В статье рассматривается транспортное средство с одним асинхрон-
ным электродвигателем с короткозамкнутым ротором в качестве тяго-
вого привода. В качестве бортовой системы питания используется ак-
кумуляторная батареи со сглаживающими конденсаторами, которые
в статье объединены одним конденсатором с емкостью 𝐶. Обмотки
статора асинхронного электродвигателя соединены в «звезду». Пре-
образование напряжения с аккумуляторной батареи осуществляется с
использованием силового инвертора с шестью транзисторами, с помо-
щью которых осуществляется подключение свободных концов обмоток
фаз либо к общему проводу, либо к плюсу аккумуляторной батареи.

Существует множество методов управления подобным тяговым
приводом в режиме двигателя [1–4], что нельзя сказать о законах обес-
печивающих регулирование входного напряжения и тока зарядки акку-
муляторной батареи в генераторном режиме работы. В данной работе
рассматривается синтез закона управления, обеспечивающего регули-
рование входного напряжения ключевого преобразователя (выходно-
го напряжения асинхронного генератора) при определенных условиях
движения транспортного средства.
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2. Основной результат

Дифференциальные уравнения рассматриваемого объекта управ-
ления в подвижной системе координат, связанной с потокосцеплением
ротора (в (𝑑_𝑞)-координатной системе)

(1)

𝜔̇ =
1

𝐽

[︂
3

2
𝑘𝑟𝑝𝜓𝑑𝐼𝑞 +𝑀𝑔

]︂
,

𝜔𝜓 =
𝑑𝜙𝜓
𝑑𝑡

= 𝑝𝜔 + 𝑘𝑟𝑅𝑟
𝐼𝑞
𝜓𝑑
,

𝑑𝑢0
𝑑𝑡

= − 𝑢0
𝑅𝐿𝐶

− 𝐼𝑑𝑢𝑢𝑑 + 𝐼𝑞𝑢𝑢𝑞
2𝐶

,

𝜓̇𝑑 =
1

𝑇𝑟
(−𝜓𝑑 + 𝐿𝑚𝐼𝑑) ,

𝐼𝑑 = −
𝑘𝑠
𝑇𝑠
𝐼𝑑 + 𝜔𝜓𝐼𝑞 +

𝑘𝑟
𝜎𝐿𝑠𝑇𝑟

𝜓𝑑 +
𝑢0
3

𝑢𝑢𝑑
𝜎𝐿𝑠

,

𝐼𝑞 = −𝜔𝜓𝐼𝑑 −
𝑘𝑠
𝑇𝑠
𝐼𝑞 − 𝑝𝜔

𝑘𝑟
𝜎𝐿𝑠

𝜓𝑑 +
𝑢0
3

𝑢𝑢𝑞
𝜎𝐿𝑠

,

где 𝜔 — угловая скорость вращения ротора электродвигателя, 𝜔𝜓 —
частота вращения поля ротора, 𝑀𝑔 > 0 — внешний момент генера-
тора, 𝜓𝑑, 𝜓𝑞 — компоненты потокосцепления ротора, 𝐼𝑑, 𝐼𝑞 — компо-
ненты тока статора, 𝑢𝑢𝑑, 𝑢𝑢𝑞 — компоненты управляющего вектора
напряжения (𝑢2𝑢𝑑+𝑢

2
𝑢𝑞 = 4), 𝑢0 — напряжение на конденсаторе (АКБ),

𝑢0/𝑅𝐿 — ток заряда аккумуляторной батареи, 𝑝 – число пар полю-
сов, 𝑘𝑠, 𝑘𝑟, 𝑇𝑠, 𝐿𝑠, 𝑇𝑟, 𝜎, 𝐿𝑚, 𝐿𝑟 𝐶, 𝐽, 𝑅𝐿 — известные параметры,
переменные 𝜔, 𝜔𝜓, 𝑢0, 𝜓𝑑, 𝜓𝑞, 𝐼𝑑, 𝐼𝑞 доступны измерению.

Ставится задача поддержания заданного уровня напряжения на вы-
ходе асинхронного генератора

(2) lim
𝑡→∞

|𝑢0 − 𝑢*0| = 0,

где 𝑢*0 = const > 0 — желаемый уровень напряжения на выходе гене-
ратора.

Рассмотрим выбор управляющих воздействий для системы (1).
Управляющее воздействие 𝑢𝑢𝑑 используется, чтобы обеспечить

некоторый желаемый уровень потока ротора

(3) 𝐼*𝑑 =
𝜓*
𝑑

𝐿𝑚
,
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где 𝜓*
𝑑 > 0 – желаемый поток ротора.

Вводя новую переменную

𝐼𝑑 = 𝐼𝑑 − 𝐼*𝑑
и дифференцируя ее с учетом (1), (3), получим

𝐼̇𝑑 = −
𝑘𝑠
𝑇𝑠
𝐼𝑑 + 𝜔𝜓𝐼𝑞 +

𝑘𝑟
𝜎𝐿𝑠𝑇𝑟

𝜓𝑑 − 𝐼*𝑑 +
𝑢0
3

𝑢𝑢𝑑
𝜎𝐿𝑠

.

Выберем управляющее воздействие 𝑢𝑢𝑑, чтобы обеспечить экспо-
ненциальную сходимость переменной 𝐼𝑑 к нулю

(4) 𝑢𝑢𝑑 = sat
(︂

3

𝑢0

[︂
𝑘𝑠𝜎𝐿𝑠
𝑇𝑠

𝐼𝑑 − 𝜎𝐿𝑠𝜔𝜓𝐼𝑞 −
𝑘𝑟
𝑇𝑟
𝜓𝑑 + 𝜎𝐿𝑠𝐼

*
𝑑 − 𝑘𝑑𝐼𝑑

]︂)︂
,

где sat(·) — функция насыщения

sat(𝑥) =

⎧⎨⎩ 1, 𝑥 ⩾ 1;
𝑥, −1 < 𝑥 < 1;
−1, 𝑥 ⩽ −1.

𝑘𝑑 = const > 0 – коэффициент обратной связи.
Для выбора второго управления выберем фиктивное управление

согласно равенству

𝐼𝑑𝑢𝑢𝑑 + 𝐼𝑞𝑢𝑢𝑞 = −2
𝑢*0
𝑅𝐿

.

Вводя новую переменную

𝑦 = 𝐼𝑞𝑢𝑢𝑞 + 𝐼𝑑𝑢𝑢𝑑 + 2
𝑢*0
𝑅𝐿

и дифференцируя ее, получим

𝑦̇ = 𝐼𝑞𝑢𝑢𝑞 + 𝐼𝑞𝑢̇𝑢𝑞 + 𝐼𝑑𝑢𝑢𝑑 + 𝐼𝑑𝑢̇𝑢𝑑 =

= 𝐼𝑞𝑢𝑢𝑞 + 𝐼𝑞𝑢̇𝑢𝑞 + 𝐼𝑑𝑢𝑢𝑑 +
3𝐼𝑑
𝑢0

[︂
𝑘𝑠𝜎𝐿𝑠
𝑇𝑠

𝐼𝑑 − 𝜎𝐿𝑠𝜔𝜓𝐼𝑞 −
𝑘𝑟
𝑇𝑟
𝜓̇𝑑 + 𝜎𝐿𝑠𝐼

*
𝑑 − 𝑘𝑑𝐼̇𝑑

]︂
=

=

[︂
−𝜔𝜓𝐼𝑑 −

𝑘𝑠
𝑇𝑠
𝐼𝑞 − 𝑝𝜔

𝑘𝑟
𝜎𝐿𝑠

𝜓𝑑 +
𝑢0
3

𝑢𝑢𝑞
𝜎𝐿𝑠

]︂
𝑢𝑢𝑞 + 𝐼𝑞𝑢̇𝑢𝑞+

+

[︂
−𝑘𝑠
𝑇𝑠
𝐼𝑑 + 𝜔𝜓𝐼𝑞 +

𝑘𝑟
𝜎𝐿𝑠𝑇𝑟

𝜓𝑑 +
𝑢0
3

𝑢𝑢𝑑
𝜎𝐿𝑠

]︂
𝑢𝑢𝑑+

+
3𝐼𝑑
𝑢0

[︂
𝑘𝑠𝜎𝐿𝑠
𝑇𝑠

𝐼𝑑 − 𝜎𝐿𝑠𝜔𝜓𝐼𝑞 −
𝑘𝑟
𝑇𝑟
𝜓̇𝑑 + 𝜎𝐿𝑠𝐼

*
𝑑 − 𝑘𝑑𝐼̇𝑑

]︂
=

= 𝜉(𝑡) + 𝐼𝑞𝑢̇𝑢𝑞.
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Выберем управляющее воздействие 𝑢𝑢𝑞 в виде динамического звена

𝑢𝑢𝑞 = −sat
(︂∫︁

𝑀sign(𝐼𝑞𝑦(𝜏))𝑑𝜏
)︂
.

При выполнении условия

|𝐼𝑞|𝑀 > 𝜉(𝑡)

переменная 𝑦 за конечное время сойдется к нулю [3], что приводит к
замкнутой системе

𝑑𝑢0
𝑑𝑡

= − 𝑢0
𝑅𝐿𝐶

+
𝑢*0
𝑅𝐿𝐶

,

что гарантирует решение поставленной задачи.
Работа выполнена при частичной финансовой поддержке РФФИ (Проект №

20-01-00363А).
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Control of asynchronous drive in energy generation mode

S. A. Kochetkov
V. A. Trapeznikov Institute of Control Sciencesof RAS, Moscow, Russia

kos@ipu.ru

It is well known, electric drives can operate in various modes, such
as motor mode, counter-braking mode, generator mode, energy recovery
mode. For an asynchronous motor with a squirrel-cage rotor, operation in
generator mode has not been sufficiently discussed in the literature. The
article proposes one of the options for controlling such an object to generate
charging energy for a battery connected in parallel with the capacitor load
of the electric motor. The basic control law is synthesized using one of the
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modifications of the so-called “vortex” algorithm, which ensures invariance
to an unknown load.

УДК 531.36

О стационарных движениях шара, находящегося между
двумя вращающимися сферами с вязким трением

А. А. Кошелев, Е. И. Кугушев, Т. В. Шахова
МГУ имени М. В. Ломоносова, Москва, Россия

koshelev030698@yandex.ru, kugushev@keldysh.ru, t.shahova@yandex.ru

Рассматривается задача о движении тяжелого шара, находящегося
между концентрическими равномерно вращающимися вокруг сво-
их неподвижных осей симметрии сферами. В точках контакта шара
со сферами на шар действуют силы линейного вязкого трения. Най-
дены стационарные движения шара.

Ключевые слова: линейное вязкое трение, вращающиеся сферы,
стационарные движения шара

1. Введение
На работу сферического шарнира могут влиять попавшие между

его рабочими поверхностями посторонние микроскопические частицы
(пыль, песок и т. п.). В связи с этим представляет интерес вопрос о пе-
ремещении таких частиц. В простейшей постановке предполагает, что
частица имеет сферическую форму, и формулируется задача о дви-
жении тяжелого шара, находящегося между двумя концентрическими
равномерно вращающимися вокруг своих неподвижных осей симмет-
рии сферами. Шар опирается на сферы двумя своими точками, причем
в этих точках на него действуют силы линейного вязкого трения.

2. Уравнения движения шара
Тяжелый шар массы 𝑚 и радиуса 𝑎 движется между двумя концен-

трическими сферами с радиусами 𝑅−𝑎 и 𝑅+𝑎, соприкасаясь с каждой
из них. Сферы вращаются вокруг своих неподвижных осей симметрии
с постоянными угловыми скоростями Ω𝑖 = Ω𝑖𝑒𝑖, 𝑖 = 1, 2, где 𝑒𝑖 — еди-
ничные направляющие векторы этих осей, выбранные так, что Ω1 > 0
и ⟨𝑒1, 𝑒2⟩ ⩾ 0. В точках контакта шара со сферами на шар действуют
силы линейного вязкого трения 𝐹𝑖 = −𝑐𝑖𝑣отн

𝑖 , где 𝑐𝑖 — коэффициент
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трения, 𝑣отн
𝑖 — скорость точки шара, соприкасающейся с 𝑖-й сферой,

относительно этой сферы. Центр масс шара совпадает с его геометри-
ческим центром, центральный тензор инерции шаровой, центральный
момент инерции шара равен 𝐼 = 𝜎𝑚𝑎2, где 𝜎 = const > 0.

Введем неподвижную систему координат 𝑂𝑥𝑦𝑧 с началом в центре
сфер, направив ось 𝑂𝑧 вертикально вверх. Пусть 𝑟 — радиус-вектор
центра шара, 𝑣 — его скорость, 𝜔 — угловая скорость шара. В безраз-
мерных переменных 𝜏 = Ω1𝑡, 𝜌 =

𝑟

𝑅
, v =

𝑣

𝑅Ω1

, w =
𝜔

Ω1

уравнения
движения шара имеют вид

(1)

𝜌′ = v,

𝜇v′ = −𝜇g
(︀
𝑒𝑧 − ⟨𝑒𝑧,𝜌⟩𝜌

)︀
− 𝜇⟨v,v⟩𝜌− (1 + 𝑘)v+

+
(︀
−𝑠(1− 𝑘)w + (1− 𝑠)𝑒1 + 𝑘𝜒(1 + 𝑠)𝑒2

)︀
× 𝜌,

𝜎𝜇𝑠w′ = (1− 𝑘)𝜌× v−
− 𝜌×

(︀
(𝑠(1 + 𝑘)w + (1− 𝑠)𝑒1 − 𝑘𝜒(1 + 𝑠)𝑒2)× 𝜌

)︀
.

Здесь (·)′ = 𝑑(·)
𝑑𝜏

, g =
𝑔

Ω2
1𝑅

, 𝑘 =
𝑐2
𝑐1

, 𝜇 =
𝑚Ω1

𝑐1
, 𝜒 =

Ω2

Ω1

, 𝑠 =
𝑎

𝑅
< 1.

3. Стационарные движения

Решениям системы (1) вида v = 0, w = const отвечают стационар-
ные движения шара, при которых его центр покоится в абсолютном
пространстве, а угловая скорость шара постоянна, при этом векторы
𝜌 и w удовлетворяют уравнениям

−𝜇g
(︀
𝑒𝑧 − ⟨𝑒𝑧,𝜌⟩𝜌

)︀
+
(︀
−𝑠(1− 𝑘)w + (1− 𝑠)𝑒1 + 𝑘𝜒(1 + 𝑠)𝑒2

)︀
× 𝜌 = 0,

𝜌×
(︀
(𝑠(1 + 𝑘)w + (1− 𝑠)𝑒1 − 𝑘𝜒(1 + 𝑠)𝑒2)× 𝜌

)︀
= 0.

Отсюда находим w = − (1− 𝑠)𝑒1 − 𝑘𝜒(1 + 𝑠)𝑒2
𝑠(1 + 𝑘)

+ 𝜆𝜌, где 𝜆 = const, и

получаем уравнение для положений равновесия центра шара

(2) −𝜇g
(︀
𝑒𝑧 − ⟨𝑒𝑧,𝜌⟩𝜌

)︀
+

2𝑘

1 + 𝑘
Ω× 𝜌 = 0,

где Ω = (1 − 𝑠)𝑒1 + 𝜒(1 + 𝑠)𝑒2 = Ω𝑒, Ω = |Ω|. Уравнение вида (2)
рассматривалось в [1], где изучались положения равновесия тяжелой
точки на вращающейся вокруг своей неподвижной оси симметрии сфе-
ре при наличии силы линейного вязкого трения.
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В проекциях на оси 𝑂𝑥𝑦𝑧 уравнение (2) запишется в виде

(3)
κ(𝑒𝑦𝜌𝑧 − 𝑒𝑧𝜌𝑦) = −𝜌𝑥𝜌𝑧, κ(𝑒𝑧𝜌𝑥 − 𝑒𝑥𝜌𝑧) = −𝜌𝑦𝜌𝑧,

κ(𝑒𝑥𝜌𝑦 − 𝑒𝑦𝜌𝑥) = 1− 𝜌2𝑧,

где κ =
2𝑘Ω

𝜇g(1 + 𝑘)
⩾ 0. При κ ̸= 0, 𝑒𝑧 ̸= 0, 𝜌𝑧 ̸= 0 разрешая первое и

второе уравнения системы (3) относительно 𝜌𝑥 и 𝜌𝑦, находим

𝜌𝑥 =
κ𝜌𝑧

𝜌2𝑧 + κ2𝑒2𝑧
(κ𝑒𝑥𝑒𝑧 − 𝑒𝑦𝜌𝑧), 𝜌𝑦 =

κ𝜌𝑧
𝜌2𝑧 + κ2𝑒2𝑧

(κ𝑒𝑦𝑒𝑧 + 𝑒𝑥𝜌𝑧).

Тогда из третьего уравнения системы (3)

𝜌𝑧 = ±

⎯⎸⎸⎷1− κ2 +
√︁
(1− κ2)2 + 4κ2𝑒2𝑧

2
.

При κ = 0 из системы (3) получаем 𝜌𝑥 = 𝜌𝑦 = 0, 𝜌𝑧 = ±1. Значит,
положения равновесия центра шара лежат на вертикальной оси 𝑂𝑧 и
Ω = 0.

При κ ̸= 0, 𝜌𝑧 = 0 из первых двух уравнений системы (3) следует
𝑒𝑧 = 0. Значит, положения равновесия центра шара лежат в горизон-
тальной плоскости 𝑂𝑥𝑦 и вектор Ω горизонтален. Третье уравнение си-
стемы (3) принимает вид κ(𝑒𝑥𝜌𝑦−𝑒𝑦𝜌𝑥) = 1 и означает, что κ𝑒×𝜌 = 𝑒𝑧.
Тогда sin (̂︂𝑒,𝜌) = 1/κ, положения равновесия существуют при κ ⩾ 1 и

𝜌𝑥 = ±
√︂
1− 1

κ2 𝑒𝑥 −
1

κ
𝑒𝑦, 𝜌𝑦 =

1

κ
𝑒𝑥 ±

√︂
1− 1

κ2 𝑒𝑦.

Отметим, что при κ = 1 радиус-вектор центра шара в положении рав-
новесия и вектор Ω ортогональны.

При κ ̸= 0, 𝜌𝑧 ̸= 0, 𝑒𝑧 = 0 из системы (3) получаем

𝜌𝑥 = −κ𝑒𝑦, 𝜌𝑦 = κ𝑒𝑥, 𝜌𝑧 = ±
√︁
1− κ2.

В этом случае вектор Ω горизонтален, положения равновесия центра
шара существуют при 0 < κ < 1 и лежат в вертикальной плоскости,
содержащей ось 𝑂𝑧 и ортогональной вектору Ω.
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On the Steady Motions of a Ball Located between Two
Rotating Spheres with Viscous Friction
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The problem of the motion of a heavy ball located between concentric
spheres uniformly rotating around their fixed axes of symmetry is consi-
dered. At the points of contact between the ball and the spheres linear
viscous friction forces act on the ball. The steady motions of the ball are
found.

УДК 519.85

Двухэтапный метод маршрутизации на основе
динамического программирования для планирования уборки

космического мусора

В. С. Кравченко1, А. В. Иванюхин1,2
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Рассмотрена задача определения маршрута для удаления объектов
космического мусора. На основе двух классических задач: задачи о
рюкзаке и задачи коммивояжера. На основе задачи о рюкзаке про-
исходит предварительный отбор наиболее опасных объектов, меж-
ду которыми строится маршрут перемещения с помощью задачи
коммивояжера. В качестве примера рассмотрены несколько мис-
сий по уводу наиболее опасных объектов космического мусора.

Ключевые слова: оптимальное управление, дискретное математиче-
ское программирование, задача о рюкзаке, задача коммивояжера
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1. Введение

Рост количества объектов космического мусора на околоземных
орбитах представляет собой одну из наиболее серьезных долгосроч-
ных угроз для устойчивой космической деятельности. По данным ко-
манд контроля космического пространства количество отслеживаемых
фрагментов размером более 10 см превышает 23 тысячи, состоящих из
нерабочих аппаратов, разгонных блоков и их фрагментов. Это создает
риски для действующих космических аппаратов и пилотируемых мис-
сий. Среди возможных мер решения проблемы ключевое значение име-
ет активное удаление объектов космического мусора на орбиты захоро-
нения, что требует разработки специальных миссий для КА-буксиров
с облетом множества объектов.

Целью исследования является разработка двухэтапного алгоритма,
позволяющего эффективно определять оптимальные маршруты пере-
лета за счет значительного сокращения пространства поиска на этапе
отбора целей при сохранении общей эффективности миссии.

2. Отбор целей

Первый этап метода направлен на формирование целевого списка
объектов космического мусора для последующего сбора. Отбор целей
производится на основе индекса опасности (ценности) объетка [1] и
оценке затрат на увод объекта (характеристической скорости) [2].

Задача формализуется как задача о рюкзаке, где решение опти-
мизируется по критерию суммарной «ценности» отобранных объектов
при ограничении на суммарные затраты ∆𝑉 . То есть

(1)

Максимизировать
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑣𝑖𝑥𝑖

При условиях
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑤
(𝑘)
𝑖 𝑥𝑖 ⩽𝑊 (𝑘), 𝑘 = 1, ...,𝑚

𝑥𝑖 ∈ {0, 1}, 𝑖 = 1, ..., 𝑛

где индекс 𝑖 соответствует объекту космического мусора; 𝑣𝑖 — ценность
(индекс опасности); выбор переменных 𝑤𝑖 — вес (затраты характери-
стической скорости для перевода на орбиту захоронения).

Для решение задачи используется метод решения на основе дина-
мического программирования с полиномиальной схемой приближения
(FPTAS). Эта схема аппроксимации использует округление ценности
объектов до дискретного набора значений с точностью 𝜀, что приводит
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к вычислительной сложности ограниченной полиномом от 1/𝜀. Этот
алгоритм может найти решение за полиномиальное время, которое бу-
дет отличаться не более чем (1-𝜀) от оптимального решения [3].

3. Построение маршрута
Второй этап использует подмножества из 𝑁 объектов, отобранных

на первом этапе, решает задачу построения оптимальной последова-
тельности их облета на основе задачи коммивояжера. То есть

(2)

Минимизировать
𝑁∑︁
𝑖=1

𝑁∑︁
𝑗=1,𝑗 ̸=𝑖

𝑤𝑖𝑗𝑥𝑖𝑗

При условиях
𝑛∑︁

𝑖=1,𝑖̸=𝑗

𝑥𝑖𝑗 = 1, 𝑗 = 1, ..., 𝑁

𝑛∑︁
𝑗=1,𝑗 ̸=𝑖

𝑥𝑖𝑗 = 1, 𝑖 = 1, ..., 𝑁

где индексы 𝑖 и 𝑗 соответствует объектам космического мусора; 𝑤𝑖𝑗 —
затраты характеристической скорости для прелета от 𝑖 к 𝑗 и перевода
𝑗 на орбиту захоронения.

Для решения этой задачи также используется динамическое про-
граммирование и аналогичная аппроксимационная схема с округлен-
ными значениями затрат (координат городов).

4. Заключение
Ключевой проблемой в планировании миссий по уводу космиче-

ского мусора является оптимизация маршрута космического буксира-
сборщика. В данной работе предлагается двухэтапный оптимизацион-
ный метод, призванный преодолеть противоречие между полнотой и
вычислительной сложностью. Этот метод имеет глубокую алгоритми-
ческую проработку и обладает внутренним параллелизмом, что позво-
ляет эффективно реализовать его с помощью современных вычисли-
тельных технологий.

Работа методики продемонстрирована на ряде тестовых задач.
Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда

(Проект № 25-79-30009), https://rscf.ru/project/25-79-30009/.
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A Two-Stage Routing Method Based on Dynamic Programming
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The problem of optimizing transfer routes for the removal of space
debris objects is considered. The approach is based on two classical pro-
blems: the knapsack problem and the traveling salesman problem. The
knapsack problem is used for preliminary selection of the most hazardous
objects, followed by route construction between them using the traveling
salesman problem. Several missions for deorbiting the most hazardous
space debris objects are examined as illustrative examples.
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Общий метод строгого решения задач стабилизации
конфигураций систем с геометрическими связями при

неполной информации

А. Я. Красинский
МАИ, Москва, Россия
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На основе полученной методами аналитической механики строгой
нелинейной модели с использованием теории критических случаев
получено достаточное условие разрешимости общей задачи стаби-
лизации заданной конфигурации систем с геометрическими связя-
ми при неполной информации.

Ключевые слова: геометрические связи, уравнения с множителями,
стабилизация, неполная информация

Аналитическая форма модели динамики систем с геометрически-
ми связями необходима для эффективного применения методов тео-
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рии управления к разработке алгоритмов управления параллельными
манипуляторами. Применяемое в технической практике моделирова-
ние увеличивает размерность модели и исключает возможность полу-
чения ее аналитической формы. В данной работе переходом к урав-
нениям в избыточных координатах получена аналитическая модель,
размерность которой сокращена на удвоенное число связей. В общей
задаче стабилизации заданной конфигурации при неполной информа-
ции использованием теории критических случаев размерности соот-
ветствующих линейно-квадратичных залач дополнительно сокраще-
ны: достаточно рассмотрения управляемой подсистемы, содержащей
первое приближение лишь уравнений для независимых координат.

Динамика системы с 𝑛 +𝑚 координатами (штрих означает транс-
понирование) 𝑞′ = (𝑟, 𝑠)′; 𝑟′ = (𝑞1, · · · , 𝑞𝑛)′; 𝑠′ = (𝑞𝑛+1, · · · , 𝑞𝑛+𝑚)′, ки-
нетической энергией 𝑇 (𝑞, 𝑞), потенцальной энергией Π(𝑞), находящей-
ся под действием непотенциальных сил 𝑄′(𝑞, 𝑞)′ = (𝑄𝑟, 𝑄𝑠)

′; 𝑄′
𝑟(𝑞, 𝑞) =

(𝑄1, · · · , 𝑄𝑛)′;𝑄′
𝑠(𝑞, 𝑞) = (𝑄𝑛+1, · · · , 𝑄𝑛+𝑚)′ (среди которых могут быть

управляющие), 𝑚 геометрическими связями 𝐹 (𝑞) = 0; 𝜕𝐹𝜕𝑠 ̸= 0; 𝐹 ′(𝑞) =
(𝐹1, · · · , 𝐹𝑚)′; описывается уравнениями (𝐿(𝑞, 𝑞) = 𝑇 (𝑞, 𝑞)−Π(𝑞))

(1)
𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝐿

𝜕𝑞
− 𝜕𝐿

𝜕𝑞
= 𝑄+

(︂
𝜕𝐹 (𝑞)

𝜕𝑞

)︂′
𝜆; 𝐹 (𝑞) = 0;

Иключение множителей из модели (1)размерности 2𝑛 + 3𝑚 (в от-
личие от [1–3]) проводится [4, 5] либо определением множителей с
помощью дважды продифференцированных уравнений связей, либо
решением обратной задачи кинематики. При любом из этих подходов
получение аналитической формы модели невозможно.

Эффективный способ [2] исключения множителей: разрешением
проварьированные уравнения связей относительно вариаций зависи-
мых координат модель (1) делится на два уравнения (вторая строка в
(3)) для независимых и зависимых координат. Выражая из уравнения
для зависимых координат множители связей, подставляя полученные
выражения в уравнения для независимых координат, получаем урав-
нения без множителей. Исключая из этих уравнений 𝑠̇ с помощью про-
дифференцированных один раз уравнений связей, имеем (последняя
строка в (2)) аналитическую форму математической модели динами-
ки несвободной системы размерности 2𝑛−𝑚:
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(2)

𝛿𝑠 = −𝐵(𝑞)𝛿𝑟; 𝐵(𝑞) = −
(︂
𝜕𝐹

𝜕𝑠

)︂−1(︂
𝜕𝐹

𝜕𝑟

)︂
;

𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝐿

𝜕𝑟̇
− 𝜕𝐿

𝜕𝑟
= 𝑄𝑟 −𝐵′(𝑞)𝜆;

𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝐿

𝜕𝑠̇
− 𝜕𝐿

𝜕𝑠
= 𝑄𝑠 + 𝜆;

𝜆 =
𝜕𝐿

𝜕𝑠̇
− 𝜕𝐿

𝜕𝑠
−𝑄𝑠; 𝑠̇ = −

(︂
𝜕𝐹

𝜕𝑠

)︂−1(︂
𝜕𝐹

𝜕𝑟

)︂
𝑟̇ = 𝐵(𝑞)𝑟̇;

𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝐿

𝜕𝑟̇
− 𝜕𝐿

𝜕𝑟
= 𝑄𝑟 −𝐵′(𝑞)

(︂
𝜕𝐿

𝜕𝑠̇
− 𝜕𝐿

𝜕𝑠
−𝑄𝑠

)︂
;

𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝐿*

𝜕𝑟̇
− 𝜕𝐿*

𝜕𝑟
= 𝑄*

𝑟 +𝐵′(𝑞)

(︂
𝜕𝐿*

𝜕𝑠
+𝑄*

𝑠

)︂
; 𝑠̇ = 𝐵(𝑞)𝑟̇.

Здесь через 𝐿*(𝑞, 𝑟̇) и 𝑄*(𝑞, 𝑟̇) обозначены результаты исключения
зависимых скоростей из 𝐿(𝑞, 𝑞) и непотенциальных сил.

В задаче стабилизации положения равновесия 𝑟 = 𝑟0, 𝑠 = 𝑠0 вве-
дением возмущений 𝑟 = 𝑟0 + 𝑥, 𝑠 = 𝑠0 + 𝑦, система уравнений возму-
щенного движения после выделения критической переменной заменой
𝑧 = 𝑦−𝐵(0, 0)𝑥 и ее характеристическое уравнение приводятся к виду
(матрицы 𝑎, 𝑏, ℎ выражаются известным образом [3])

(3)
𝑥̇ = 𝑥1; 𝑥̇1 = 𝑎𝑥+ 𝑏𝑥1 + ℎ𝑧 +𝑋

(2)
1 (𝑥, 𝑥1, 𝑧); 𝑧̇ = 𝐵(1)(𝑥, 𝑧)𝑥1;

𝜆𝑚[𝐸𝑛𝜆
2 − 𝑏𝜆− (𝑎+ ℎ𝐵(0, 0))] = 0;

При отрицательности действительных частей ненулевых корней ха-
рактеристического уравнения невозмущенное движение асимптотиче-
ски устойчиво [3]. Обеспечение такого расположения корней гаран-
тирует стабилизацию невозмущенного движения до асимптотической
устойчивости. Размерность аналитической формы модели позволяет
включить исполнительные приводы: в общей задаче стабилизации при
неполной информации, вводя еще и 𝑘-вектор переменных привода
𝑤 = 𝑤0 + 𝑣, полный фазовый вектор 𝜉′1 = (𝑥, 𝑥1, 𝑣, 𝑦)

′, 𝑙-вектор измере-
ния 𝜎 = 𝐶𝜉; 𝜉′ = (𝑥, 𝑥1, 𝑣) и 𝑟-вектор управления 𝑢, можно получить
математическую модель системы при неполной информации с учетом
переходных процессов приводов

(4) 𝜉1 = 𝑁𝜉 + 𝑉 𝑢+ 𝑆𝑧 + Ξ(2), 𝑧̇ = 𝐵(1)(𝑥, 𝑧)𝑥1.
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Теорема 1. Если для системы (4) выполнены условия

(5)
rank(𝑉 𝑁𝑉 𝑁2𝑉 ...𝑁2𝑛+𝑘−1𝑉 ) = 2𝑛+ 𝑘,

rank(𝐶 ′ 𝑁 ′𝐶 ′ (𝑁 ′)2𝐶 ′ ...𝑁 ′2𝑛+𝑘−1
𝐶 ′) = 2𝑛+ 𝑘,

то существуют такие матрицы 𝐾,𝐿, что линейное управление

(6) 𝑢 = 𝐾𝜉

стабилизирует невозмущенное движение до асимптотической
устойчивости по всем переменным.

Доказательство следует из того, что для управляемой подсистемы

𝜉 = 𝑁𝜉 + 𝑉 𝑢;
˙̂
𝜉 = 𝑁𝜉 + 𝐿(𝐶𝜉 − 𝜎) + 𝑉 𝑢

при условии (5) решением соотвествующих линейно-квадратичных за-
дач можно определить управление (6), обеспечивающее отрицатель-
ность дествительных частей всех ненулевых корней характеристиче-
ского уравнения замкнутой этим управлением нелинейной системы
(4).
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Based on a rigorous nonlinear model obtained by analytical mechanics
methods of and using the critical cases theory, a sufficient condition for
the solvability of the general stabilization problem a given configuration
of systems with geometric constraints under incomplete information is
obtained
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Синтез динамической обратной связи в системах слежения
на основе канонической формы с неопределенным входом
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Для одноканальных систем слежения канонического вида фор-
мализованы условия компенсации возмущения, когда множитель
управления не известен, и алгоритм настройки кусочно-линейных
корректирующих воздействий наблюдателя, восстанавливающего с
заданной точностью смешанные переменные по измерениям ошиб-
ки слежения без всплесков оценочных сигналов.

Ключевые слова: системы с неопределенным входом, линеаризация
обратной связью по выходу, наблюдатель возмущений, сатуратор

Рассматривается проблема синтеза следящих систем для однока-
нальных объектов автоматического управления, функционирующих в
условиях воздействия внешних и параметрических несогласованных
возмущений, предполагаемых гладкими функциями времени, ограни-
ченными вместе со своими производными. Ставится задача синтеза
динамической обратной связи, обеспечивающей отслеживание выход-
ной (регулируемой) переменной 𝑦(𝑡) ∈ 𝑅 эталонной траектории
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𝑦ref(𝑡) ∈ 𝑅. Стандартный подход состоит в приведении математиче-
ской модели объекта управления к канонической форме вход–выход,
где выходом является ошибка слежения 𝑒1 = 𝑦 − 𝑦ref .

Ограничимся рассмотрением класса систем, в которых относитель-
ный порядок равен размерности объекта управления 𝑛 ∈ 𝑁 инвари-
антно по отношению к наличию внешних возмущений [1] и входные
каналы управления не зависят от переменных состояния. Тогда по-
сле 𝑛 дифференцирований ошибки слежения в силу модели объекта
управления будет получена эквивалентная каноническая форма, где
управление 𝑢 ∈ 𝑅 появится только в последнем уравнении

(1) 𝑒̇𝑖 = 𝑒𝑖+1, 𝑖 = 1, 𝑛− 1; 𝑒̇𝑛 = 𝜓(𝑡)+𝑏(𝑡)𝑢, 𝑏(𝑡) ̸= 0, |𝜓(𝑡)| ⩽ 𝐹, 𝑡 ⩾ 0,

где 𝑒𝑖+1 ∈ 𝑅, 𝑖 = 1, 𝑛− 1 — смешанные переменные (функции от пере-
менных состояния исходной системы, внешних воздействий и их про-
изводных), |𝑒𝑖(𝑡)| ⩽ 𝐸𝑖, 𝜓(𝑡) — смешанное ограниченное возмущение,
параметр 𝑏(𝑡) точно не известен. Задача слежения сводится к стаби-
лизации канонической системы (1) и решается в рамках метода лине-
аризации обратной связью по выходу. Прямым измерениям доступна
только ошибка слежения. Показано, что если в системе (1) множитель
управления представим в виде суммы двух слагаемых

(2)
𝑏(𝑡) = 𝑏0(𝑡) + ∆𝑏(𝑡) ̸= 0, 𝑏0(𝑡) ̸= 0, 𝑡 ⩾ 0,

sign(𝑏0(𝑡)) = sign(𝑏0(𝑡) + ∆𝑏(𝑡))⇒ |∆𝑏(𝑡)/𝑏0(𝑡)| < 1,

где 𝑏0(𝑡) — номинальная определенная часть, значение ∆𝑏(𝑡) точно не
известно, но ограничено известными константами, то тогда для систе-
мы (1) по измерениям ошибки слежения можно построить физически
реализуемый наблюдатель смешанных переменных и линеаризовать ее
с помощью комбинированного управления

(3) 𝑢 = − (𝑐1𝑒1 + 𝑐2𝑒2...+ 𝑐𝑛𝑒𝑛 + 𝑒𝑛+1(𝑡)) /𝑏0(𝑡),

где 𝑐𝑖 = const > 0 — коэффициенты эталонного гурвицева полинома
𝑛∏︁
𝑖=1

(𝜆− 𝜆𝑖) = 𝜆𝑛 + 𝑐𝑛𝜆
𝑛−1 + ...+ 𝑐2𝜆+ 𝑐1, 𝜆𝑖 ∈ 𝐶 : Re𝜆𝑖 < 0, 𝑖 = 1, 𝑛;

𝜐 = min{−Re𝜆𝑖}𝑖=1,𝑛 > 0 — запас устойчивости, 𝑒𝑛+1 = 𝜓 + ∆𝑏𝑢 —
обобщенное возмущение, |𝑒𝑛+1(𝑡)| ⩽ 𝐸𝑛+1, 𝑡 ⩾ 0; 𝑒𝑖(𝑡) — оценки сме-
шанных переменных 𝑒𝑖(𝑡), 𝑖 = 1, 𝑛+ 1, полученные с заданной точно-
стью |𝑒𝑖(𝑡)− 𝑒𝑖(𝑡)| ⩽ 𝛿, 𝑡 ⩾ 𝑇 > 0, 𝑖 = 2, 𝑛+ 1 с помощью наблюдате-
ля.
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В замкнутой системе (1),(3) вида

(4) 𝑒̇𝑖 = 𝑒𝑖+1, 𝑖 = 1, 𝑛− 1; 𝑒̇𝑛 = 𝑒̇𝑛 = − (𝑐1𝑒1 + ...+ 𝑐𝑛𝑒𝑛) + 𝜑(𝑡)

обеспечивается стабилизация с точностью до обобщенной ошибки оце-
нивания 𝜑(𝑡): ‖𝑒(𝑡)‖ ⩽ |𝜑(𝑡)| /𝜐, 𝑡 → +∞. Покажем, что ее можно сде-
лать сколь угодно малой и восстановить смешанные переменные и воз-
мущение по измерениям ошибки слежения с помощью наблюдателя 𝑛-
го порядка, т.е. увеличив динамический порядок замкнутой системы
только в два раза. Наблюдатель строится на основе системы (1)

(5) 𝑧̇𝑖 = 𝑧𝑖+1 + 𝑣, 𝑖 = 1, 𝑛− 1; 𝑧̇𝑛 = 𝑏0(𝑡)𝑢+ 𝑣𝑛,

где 𝑧𝑖 ∈ 𝑅 — переменные состояния наблюдателя, 𝑧𝑖(0) = 0, 𝑣𝑖 ∈ 𝑅 —
кусочно-линейные корректирующие воздействия вида

(6)
𝑣1 =𝑀1sat(𝑙1𝜀1) =

[︃
𝑀1sign(𝜀1), |𝜀1| > 1/𝑙1, 𝜀1 = 𝑒1 − 𝑧1,
𝑀1𝑙1𝜀1, |𝜀1| ⩽ 1/𝑙1, 𝑀1, 𝑙1 = const > 0;

𝑣𝑖 =𝑀𝑖sat(𝑙𝑖𝑣𝑖−1), 𝑀𝑖, 𝑙𝑖 = const > 0, 𝑖 = 2, 𝑛.

Задача наблюдения сводится к стабилизации системы, записанной
относительно ошибок наблюдения 𝜀𝑖 = 𝑒𝑖 − 𝑧𝑖, 𝑖 = 1, 𝑛:

(7) 𝜀̇𝑖 = 𝜀𝑖+1 − 𝑣, 𝑖 = 1, 𝑛− 1; 𝜀̇𝑛 = 𝑒𝑛+1(𝑡)− 𝑣𝑛.

Теорема 1. Если в системе (6)–(7) возмущение 𝑒𝑛+1(𝑡) и его про-
изводная ограничены известными константами

|𝑒𝑛+1(𝑡)| ⩽ 𝐸𝑛+1, |𝑒̇𝑛+1(𝑡)| ⩽ 𝐸𝑛+1, 𝑡 ⩾ 0,

то можно за конечное время 𝑇 > 0 обеспечить стабилизацию оши-
бок наблюдения и их производных с любой заданной точностью 𝛿 > 0:

|𝜀𝑖(𝑡)| = |𝑒𝑖(𝑡)− 𝑧𝑖(𝑡)| ⩽ 𝛿, 𝑖 = 1, 𝑛, |𝜀̇𝑛(𝑡)| = |𝑒𝑛+1(𝑡)− 𝑣𝑛(𝑡)| ⩽ 𝛿, 𝑡 > 𝑇

при следующем выборе коэффициентов коррекции: 𝑀𝑖 > 𝐸𝑖+1, 𝑖 = 1, 𝑛;
𝑙1 = 𝑝1/𝑀1, 𝑙2 = 𝑝2/(𝑀2𝑀1𝑙1), . . . , 𝑙𝑛 = 𝑝𝑛/(𝑀𝑛𝑀𝑛−1𝑙𝑛−1...𝑀1𝑙1), где
𝑝𝑖 > 0 — коэффициенты эталонного гурвицева полинома
𝑛∏︁
𝑖=1

(𝜆− 𝜆𝑖) = 𝜆𝑛+ 𝑝1𝜆
𝑛−1 + ...+ 𝑝𝑛−1𝜆+ 𝑝𝑛, 𝜆𝑖 ∈ 𝐶 : Re𝜆𝑖 < 0, 𝑖 = 1, 𝑛

с запасом устойчивости min{−Re𝜆𝑖}𝑖=1,𝑛 ⩾ max
{︀
𝐸𝑛+1/𝛿, 𝐸𝑛+1/𝛿, 𝜐

}︀
.
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В системе (1) с наблюдателем (5)–(6) управление (3) реализуется в
виде 𝑢 = − (𝑐1𝑒1 + 𝑐2𝑧2...+ 𝑐𝑛𝑧𝑛 + 𝑣𝑛) /𝑏0(𝑡).

Отличия наблюдателя (5)–(6) от стандартного наблюдателя с ли-
нейными корректирующими воздействиями 𝑣1 = 𝑝1𝜀1, . . ., 𝑣𝑛 = 𝑝𝑛𝜀1
[2] следующие: 1) размерность наблюдателя (5)–(6) равна размер-
ности наблюдаемой системы (1), так как оценкой обобщенного воз-
мущения служит корректирующее воздействие последнего уравнения
𝑣𝑛(𝑡) ≈ 𝑒𝑛+1(𝑡); 2) ограниченные корректирующие воздействия (6) не
допускают всплесков оценочных сигналов в переходных процессах; 3)
можно реализовать больший запас устойчивости с меньшими коэффи-
циентами усиления.
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Исследуется модель системы хищник-жертва, описанная трехмер-
ной системой дифференциальных уравнений. Найдены граничные
положения равновесия и условия их устойчивости, а также усло-
вия существования внутренних положений равновесия. Построена
итерационная последовательность локализирующих множеств и до-
казана их компактность, положительная инвариантность и суще-
ствование аттрактора. Найдены условия устойчивости в целом для
нулевого положения равновесия.

Ключевые слова: локализующее множество, положительно инвари-
антное множество, аттрактор, итерационная последовательность,
устойчивость

1. Введение

Рассматривается система дифференциальных уравнений [1]

(1)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥̇ = 𝑟𝑦

(︃
1− 𝑥

𝑘

)︃
− (𝑚+ 𝜇− 𝑐1)𝑥− 𝑐

𝑥2

𝑑+ 𝑥
,

𝑦̇ = 𝑚𝑥− 𝑎 𝑦𝑧

𝑑1 + 𝑦
− 𝛿𝑦,

𝑧̇ = 𝑎1
𝑦𝑧

𝑑1 + 𝑦
− 𝜈𝑧2,

где все параметры системы положительны, причем 𝑐1 < 𝑐, а перемен-
ные 𝑥, 𝑦 и 𝑧, соответствующие плотностям популяций подрастающих
жертв, взрослых жертв и хищников, неотрицательны.

Для данной системы найдены условия существования и устойчиво-
сти граничных положений равновесия, а также условия существования
хотя бы одного внутреннего положения равновесия.

С помощью метода локализации инвариантных компактов (МЛИК)
построено локализирующее множество, доказано существование ат-
трактора, найдены условия устойчивости в целом нулевого положения
равновесия.
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2. Метод локализации

В данной работе использованы следующие результаты МЛИК.
Теорема 1 ( [2]). Все инвариантные компакты системы 𝑥̇ = 𝑓(𝑥),

𝑓(𝑥) ∈ 𝐶1, содержащиеся в множестве 𝑄, содержатся в локализи-
рующем множестве

Ω(𝜙,𝑄) = {𝜙(𝑥) ⩽ 𝜙sup(𝑄)} ∩𝑄,

где 𝑆(𝜙,𝑄) = {𝜙̇(𝑥) = 0} ∩𝑄, 𝜙sup(𝑄) = sup
𝑆(𝜙,𝑄)

𝜙(𝑥).

Расширенные локализирующие множества [3]

Ω(𝜙,𝑄, 𝜖) = {𝜙(𝑥) ⩽ 𝜙sup(𝑄) + 𝜖} ∈ 𝑄,

где 𝜖 ⩾ 0, также содержат все инвариантные множества системы.

3. Основные результаты

Теорема 2. При 𝑐1 < 𝑚 + 𝜇 все инвариантные компакты систе-
мы (1) содержатся в множествах

𝐾1 = {𝑥 ⩽ 𝑥1 = 𝑘} ∩ R3
+,0, 𝐾2 = {𝑥 ⩽ 𝑥1, 𝑦 ⩽ 𝑦1 =

𝑚

𝛿
𝑥1} ∩ R3

+,0,

𝐾3 = {𝑥 ⩽ 𝑥1, 𝑦 ⩽ 𝑦1, 𝑧 ⩽ 𝑧1 =
𝑎1𝑦1

𝜈(𝑑1 + 𝑦1)
} ∩ R3

+,0,

причем множество 𝐾3 компактно.
Теорема 3. При 𝑐1 < 𝑚+ 𝜇 множество 𝐾3 положительно инва-

риантно и содержит аттрактор системы.
Теорема 4. При 𝑐1 < 𝑚+ 𝜇 компактное множество

𝐾* = {0 ⩽ 𝑥 ⩽ 𝑥*, 0 ⩽ 𝑦 ⩽ 𝑦*, 0 ⩽ 𝑧 ⩽ 𝑧*},

где

𝑥* = max{−∆ 𝑘𝛿

𝑟𝑚
, 0}, ∆ = 𝑚+𝜇−𝑐1−

𝑟𝑚

𝛿
, 𝑦* =

𝑚𝑥*
𝛿

, 𝑧* =
𝑎1𝑦*

𝜈 (𝑑1 + 𝑦*)
,

положительно инвариантно, содержит аттрактор системы и при
∆ ⩾ 0 вырождается в точку 𝐸0(0, 0, 0).
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4. Положения равновесия

Теорема 5. Система имеет следующие положения равновесия:

1. 𝐸0 (0; 0; 0) — существует всегда, устойчиво в целом при ∆ ⩾ 0
и неустойчиво при ∆ < 0;

2. 𝐸1

(︀
𝑥1,

𝑚
𝛿 𝑥1, 0

)︀
, где 𝑥1 — положительный корень уравнения

𝑥2 +

(︂
𝑐𝑘𝛿

𝑟𝑚
+ 𝑑+

𝑘𝛿

𝑟𝑚
∆

)︂
𝑥+

𝑘𝛿

𝑟𝑚
∆𝑑 = 0,

существует при ∆ < 0, неустойчиво всегда;

3. 𝐸𝑖(𝑥𝑖, 𝑦𝑖, 𝑧𝑖), где 𝑥𝑖 =
𝑎𝑎1𝑦

2
𝑖

𝑚𝜈 (𝑑1 + 𝑦𝑖)
2 +

𝛿𝑦𝑖
𝑚

, 𝑧𝑖 =
𝑎1𝑦𝑖

𝜈 (𝑑1 + 𝑦𝑖)
, 𝑦𝑖 —

положительный корень уравнения

𝐴1𝑦
6 +𝐴2𝑦

5 +𝐴3𝑦
4 +𝐴4𝑦

3 +𝐴5𝑦
2 ++𝐴6𝑦 +𝐴7 = 0,

и хотя бы одно такое положение равновесия существует тогда
и только тогда, когда ∆ < 0.
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A predator-prey model described by a three-dimensional system of
differential equations is investigated. Boundary equilibrium points and
conditions of their stability, as well as conditions of the existence of interior
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equilibrium points, are found. An iterative sequence of localizing sets and
a compact extended localizing set are constructed, its positive invariance
and the existence of an attractor are proven. Conditions of global stability
of zero equilibrium point are found.

УДК 681.5.01

Стабилизация и уклонение от перехвата по обратной связи
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В работе предложен нелинейный закон управления на основе ба-
рьерных и управляющих функций Ляпунова, локально решающий
задачу асимптотической стабилизации состояний линейной систе-
мы в заданном неподвижном эллипсоиде с одновременным уклоне-
нием от перехвата подвижным эллипсоидом.

Ключевые слова: обратная связь, стабилизация, уклонение

1. Введение

Автономное движение мобильных роботов предполагает взаимодей-
ствие с препятствиями. Более того, искусственные препятствия могут
располагать информацией о цели робота и противодействовать ее до-
стижению. Следовательно, необходимо решать проблему автономного
уклонения от перехвата такими препятствиями.

Применение алгоритмов с высокой вычислительной сложностью
для планирования траектории на борту робота может быть затрудни-
тельно [1], поэтому были предложены законы на основе обратной свя-
зи, позволяющие одновременно стабилизировать систему и избежать
столкновения с препятствиями: метод потенциальных полей [1], нави-
гационных функций [1], барьерных и управляющих функций Ляпуно-
ва [2]. Данная работа посвящена развитию метода [2] и распростра-
нению его результатов на случай наличия одного препятствия, цель
которого — перехват робота по пропорциональному закону навигации.
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2. Постановка задачи
Рассмотрим линейную динамическую систему

(1) 𝑥̇ (𝑡) = 𝐴𝑥 (𝑡) +𝐵𝑢 (𝑡) , 𝑥 (𝑡0) = 𝑥0,

где 𝑥 (𝑡) ∈ R𝑛 — измеряемое состояние, 𝑢 (𝑡) ∈ R𝑚 — вход системы,
𝐴 ∈ R𝑛×𝑛, 𝐵 ∈ R𝑛×𝑚 — матрицы системы, пара (𝐴, 𝐵) управляема.

В фазовом пространстве для всех 𝑡 ⩾ 𝑡0 зададим эллипсоиды

(2)
𝒪 (𝑡) =

{︁
𝑥 ∈ R𝑛: (𝑥− 𝑐1 (𝑡))⊤𝑅1 (𝑥− 𝑐1 (𝑡)) ⩽ 1

}︁
,

ℰ =
{︁
𝑥 ∈ R𝑛: (𝑥− 𝑐2)⊤𝑅2 (𝑥− 𝑐2) ⩽ 1

}︁
,

где 𝑅𝑖 = 𝑅⊤
𝑖 > 0 для 𝑖 = 1,2, 𝑐1 (𝑡) ∈ R𝑛 и 𝑐2 = 0𝑛.

Также будем полагать, что производная 𝑐̇1 (𝑡) является линейной
функцией от состояний системы (1), то есть

(3) 𝑐̇1 (𝑡) = 𝐾1 (𝑥 (𝑡)− 𝑐1 (𝑡)) , 𝑐1 (𝑡0) = 𝑐10.

Определение 1. Множество 𝒮 (𝑡) = {R𝑛∖𝒪 (𝑡)} ∪ 𝜕𝒪 (𝑡) называ-
ется безопасным множеством.

Требуется построить управление 𝑢 (𝑡), переводящее состояния си-
стемы из 𝑥 (𝑡0) ∈ 𝒮 (𝑡0) в ℰ так, что

(4)
𝑥 (𝑡) −−−→

𝑡→∞
ℰ ,

𝑥 (𝑡0) ∈ 𝒮 (𝑡0)⇒ 𝑥 (𝑡) ∈ 𝒮 (𝑡) для всех 𝑡 ⩾ 𝑡0,

где ℰ ∖𝒪 (𝑡) ̸= ∅ для всех 𝑡 ⩾ 𝑡0.
3. Основной результат

Для выполнения (4) положим 𝑆1 = 𝑆⊤
1 > 0 и введем в рассмотрение

(5) 𝑉1 (𝑥) = 1− (𝑥− 𝑐1)⊤𝑅1 (𝑥− 𝑐1) , 𝑉2 (𝑥) = 𝑥⊤𝑅2𝑥+ 𝑐⊤1 𝑆1𝑐1.

Цель (4) будет выполнена, если выполнены неравенства

(6) 𝑉1 (𝑥) ⩽ 0, 𝑉2 (𝑥) ⩽ 1.

Неравенство 𝑉1 (𝑥) ⩽ 0 будет выполнено для всех 𝑡 ⩾ 𝑡0, если
𝑥 (𝑡0) ∈ 𝒮 и 𝑉̇2 (𝑥) ⩽ −𝛽𝑉2 (𝑥) для 𝑥 ∈ 𝒮 при 𝛽 ⩾ 0. В свою очередь,
неравенство 𝑉2 (𝑥) ⩽ 1 будет выполнено при 𝑡 → ∞, если 𝑥 (𝑡0) ∈ 𝒮 и
𝑉̇2 (𝑥) ⩽ −𝛼𝑉2 (𝑥) для 𝑥 ∈ 𝒮 ∖ {0} при 𝛼 > 0 и всех 𝑡 ⩾ 𝑡0.
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Рассматривая 𝑉̇1 (𝑥) ⩽ −𝛽𝑉1 (𝑥) и 𝑉̇2 (𝑥) ⩽ −𝛼𝑉2 (𝑥), легко полу-
чить, что, если для некоторых 𝛼0 ⩾ 0, 𝛼1 ⩾ 0 верно, что

(7)

𝛼0 ⩾ 𝛼+ 𝛼1,[︃
−𝛼1𝑅2 𝐾⊤

1 𝑆1

𝑆1𝐾1 −𝑆1𝐾1 −𝐾⊤
1 𝑆1 + 𝛼𝑆1

]︃
⩽ 0,

тогда выполнение (6) зависит от 𝑢 (𝑡) следующим образом:

(8a) 𝑑 (𝑥)𝑢+ 𝑐 (𝑥) ⩽ 0, 𝑎 (𝑥)𝑢+ 𝑏 (𝑥) ⩽ 0,

где приняты следующие обозначения:

(8b)

𝑑 (𝑥) = −2(𝑥− 𝑐1)⊤𝑅1𝐵, 𝑎 (𝑥) = 2𝑥⊤𝑅2𝐵,

𝑐 (𝑥) = −2(𝑥− 𝑐1)⊤𝑅1(𝐴𝑥−𝐾1 (𝑥− 𝑐1)) + 𝛽𝑉1 (𝑥) ,

𝑏 (𝑥) = 2𝑥⊤𝑅2𝐴𝑥+ 𝛼0𝑥
⊤𝑅2𝑥.

Закон управления, обеспечивающий достижение цели (4), получим
в аналитичсекой форме 𝑢 (𝑡) : = 𝑣 (𝑥) путем ввода в рассмотрение це-
левой функции 𝑞 (𝑣, 𝛿) = 𝑣⊤ (𝑥) 𝑣 (𝑥) + 𝑝𝛿2 (𝑥), 𝑝 > 0, и решения задачи
квадратичного программирования:

(9)
𝑞 (𝑣, 𝛿)→ min,

𝑑 (𝑥) 𝑣 (𝑥) + 𝑐 (𝑥) ⩽ 0, 𝑎 (𝑥) 𝑣 (𝑥) + 𝑏 (𝑥)− 𝛿 (𝑥) ⩽ 0,

в которой первое ограничение (барьерная функция Ляпунова) являет-
ся жестким, а параметр 𝛿 (𝑥) введен, чтобы ослабить второе ограниче-
ние (управляющую функцию Ляпунова) для значений 𝑥, для которых
неравенства в (8a) несовместны. Для этого примем допущение.

Допущение 1. Для всех 𝑥 ∈ 𝒮 выполнено 𝑑 (𝑥) ̸= 0.
Чтобы решить (9) аналитически, рассмотрим функцию Лагранжа:

ℒ (𝑥, 𝑣, 𝛿, 𝜆) = 𝑞 (𝑣, 𝛿) + 𝜆1 (𝑥)
[︁
𝑑 (𝑥) 𝑣 (𝑥) + 𝑐 (𝑥)

]︁
+

+𝜆2 (𝑥)
[︁
𝑎 (𝑥) 𝑣 (𝑥) + 𝑏 (𝑥)− 𝛿 (𝑥)

]︁
,

где 𝜆1 (𝑥) ⩾ 0, 𝜆2 (𝑥) ⩾ 0 — множители Лагранжа.
Далее, применяя теорему Каруша-Куна-Таккера, получаем:

(10)
𝑣* (𝑥) = − 1

2𝜆
*
1 (𝑥) 𝑑

⊤ (𝑥)− 1
2𝜆

*
2 (𝑥) 𝑎

⊤ (𝑥) ,

𝛿* (𝑥) = 1
2𝑝𝜆

*
2 (𝑥) ,
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где выражения для 𝜆*1 (𝑥) и 𝜆*1 (𝑥) не приводятся в силу ограничений
на объем статьи. Основной результат сформулирован в виде теоремы.

Теорема 1. Пусть выполнено допущение 1 и 𝛼̂0, 𝑆1, 𝛼̂1 являются
решением (7) при некотором значении 𝛼. Тогда с выбором 𝛼0 = 𝛼̂0

закон управления (10) гарантирует для всех 𝑥 (𝑡0) ∈ 𝒮, что выполня-
ется:

(11) 𝑥0 ∈ 𝒮 (𝑡0)⇒ 𝑥 (𝑡) ∈ 𝒮 (𝑡) ∀ 𝑡 ⩾ 𝑡0,

и существует 𝑝* > 0 такое, что для всех 𝑝 ⩾ 𝑝* и 𝑥 (𝑡0) ∈ 𝒮𝛾 имеем
𝑥 (𝑡) −−−→

𝑡→∞
ℰ, где 𝒮𝛾 = {𝑥 ∈ R𝑛: 𝑉2 (𝑥) ⩽ 𝛾} для некоторого 𝛾 > 0.

Доказательство и механизм определения 𝛾 не приведены ввиду
ограничений на объем статьи.
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A nonlinear control law is porposed on the basis of control barrier and
control Lyapunov functions that locally solves the problem of asymptotic
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while simultaneously evading interception by a moving ellipsoid.
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В работе с помощью метода инвариантных эллипсоидов и теории
сверхустойчивости для линейных систем решена задача подавле-
ния одного класса структурных возмущений неизвестного поряд-
ка с неизвестными параметрами. Обеспечена сходимость состояний
системы в эллипсоид, гарантируемый при отсутствии структурных
возмущений.

Ключевые слова: структурные возмущения, инвариантные эллип-
соиды, теория сверхустойчивости

1. Введение

В системах автоматического управления структурные возмущения
вызываются рассмотрением упрощенной модели системы и приводят
к несовпадению порядка дифференциальных уравнений реальной си-
стемы и номинальной модели, используемой при синтезе управления.
Известно [1], что структурные возмущения могут приводить к потере
устойчивости даже при устойчивой номинальной модели.

В работе предлагается синтезировать статическую линейную обрат-
ную связь, подавляющую структурные возмущения, на основе метода
инвариантных эллипсоидов [2] и теории сверхустойчивости [3].

2. Постановка задачи

Рассмотрим линейную динамическую систему

(1)
𝑥̇ (𝑡) = 𝐴𝑥 (𝑡) +𝐵ℎ1𝑧 (𝑡) , 𝑥 (𝑡0) = 𝑥0,

𝑧̇ (𝑡) = 𝐺𝑧 (𝑡) +𝑅𝑢 (𝑡) , 𝑧 (𝑡0) = 𝑧0,

где 𝑥 (𝑡) ∈ R𝑛 — измеряемое состояние системы, 𝑧 (𝑡) ∈ R𝑞 — неизме-
ряемое состояние системы (состояние паразитной динамики), 𝑢 (𝑡) ∈ R
— вход системы, 𝐴 ∈ R𝑛×𝑛, 𝐵 ∈ R𝑛×1 — известные матрицы системы
такие, что пара (𝐴, 𝐵) управляема, 𝐺 ∈ R𝑞×𝑞, 𝑅 ∈ R𝑞×1, ℎ1 ∈ R1×𝑞 —
неизвестные матрицы заранее неизвестного, но ограниченного сверху
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и постоянного порядка 𝑞* ⩾ 𝑞 ⩾ 1, удовлетворяющие условиям

(2)

⎧⎨⎩ℎ𝑖𝐺 = −Λ𝑖 (ℎ𝑖 − ℎ𝑖+1)

ℎ𝑖𝑅 = 0, 𝑖 = 1, . . . ,𝑞 − 1
,

⎧⎨⎩ℎ𝑞𝐺 = −Λ𝑞ℎ𝑞
ℎ𝑞𝑅 = Λ𝑞

, Λ𝑖 ̸= Λ𝑗 ∀𝑖 ̸= 𝑗,

где ℎ𝑖 ∈ R1×𝑞 и Λ𝑖 > 0 — это неизвестные параметры, удовлетворяющие

(3)
Λ𝑖 − Λ𝑖+1 > 0, ∀𝑖 = 1, . . . ,𝑞 − 1,

Λ𝑞 ⩾ 𝜎,

при этом числа min
𝑖=1,...,𝑞−1

(Λ𝑖 − Λ𝑖+1) ⩾ 𝜎 > 0 и 𝑞* ⩾ 1 известны.

Требуется обеспечить выполнение условия

(4) 𝑥 (𝑡0) ∈ ℰ0 ⇒ 𝑥 (𝑡) −−−→
𝑡→∞

ℰ ,

где
ℰ0 =

{︁
𝑥 ∈ R𝑛: 𝑥⊤𝑃0𝑥 ⩽ 1

}︁
,

ℰ =
{︁
𝑥 ∈ R𝑛: 𝑥⊤𝑃𝑥 ⩽ 1

}︁
и 𝑃0 = 𝑃⊤

0 > 0, 𝑃0 ⩽ 𝑃 , то есть ℰ ⊆ ℰ0, а 𝑃 = 𝑃⊤ > 0 — это матрица,
удовлетворяющая при некотором 𝜆 > 0 и 𝐾0 ∈ R1×𝑛 неравенству

(5) (𝐴+𝐵𝐾0)
⊤
𝑃 + 𝑃 (𝐴+𝐵𝐾0) + 𝜆𝑃 ⩽ 0.

Замечание 1. Обозначим 𝑣𝑖 (𝑡) = ℎ𝑖𝑧 (𝑡), а тогда выполнение усло-
вий (2) позволяет представить систему (1) в следующем виде:

(6)

𝑥̇ (𝑡) = 𝐴𝑥 (𝑡) +𝐵𝑣1 (𝑡) ,⎧⎨⎩𝑣̇𝑖 (𝑡) = −Λ𝑖𝑣𝑖 (𝑡) + Λ𝑖𝑣𝑖+1 (𝑡) , 𝑖 = 1, . . . ,𝑞 − 1

𝑣̇𝑞 (𝑡) = −Λ𝑞𝑣𝑞 (𝑡) + Λ𝑞𝑢 (𝑡) .

Таким образом, условия (2) означают, что прежде чем подейство-
вать на объект управления, сигнал 𝑢 (𝑡) пропускается через 𝑞 апериоди-
ческих звеньев первого порядка с неизвестными постоянными времени
𝑇𝑖 = Λ−1

𝑖 , удовлетворяющими (3). При доказательстве основного ре-
зультата можно показать, что (3) — это условие сверхустойчивости [3].
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3. Основной результат

Для решения поставленной задачи введем обратную связь:

(7)
𝑢̇ (𝑡) = 𝑔 (𝑡) , 𝑢 (𝑡0) = 𝑢0

𝑔 (𝑡) = 𝐾𝜂 (𝑡) ,

и примем следующие обозначения:

𝜂 (𝑡) =
[︀
𝑥 (𝑡) 𝑢 (𝑡)

]︀⊤
, 𝐶𝑒 =

[︀
𝐼𝑛 0

]︀
, I = −

[︀
1 1 · · · 1

]︀⊤ ∈ R𝑞,

𝐴𝑒 =

[︂
𝐴 𝐵
0 0

]︂
, 𝐵𝑒 =

[︂
0
1

]︂
, 𝐷𝑒 =

[︂
𝐵
0

]︂
.

Кроме того, определим

𝑒 (𝑡) =
[︀
𝑒1 (𝑡) 𝑒2 (𝑡) · · · 𝑒𝑞 (𝑡)

]︀⊤ ∈ R𝑞,⎧⎨⎩𝑒𝑖 (𝑡) = 𝑣𝑖+1 (𝑡)− 𝑣𝑖 (𝑡) , 𝑖 = 1, . . . , 𝑞 − 1

𝑒𝑞 (𝑡) = 𝑢 (𝑡)− 𝑣𝑞 (𝑡) .

Свойства закона (7) описаны в следующей теореме.
Теорема 1. Пусть 𝑄̂, 𝑄̂0, 𝑍, 𝑌 , 𝑋̂, 𝜇̂ — это решения задачи

(8) 𝜇+ tr
(︁
𝜌𝑄0 − 𝐶𝑒𝑍𝐶⊤

𝑒

)︁
+ tr

(︁
𝑄− 𝐶𝑒𝑍𝐶⊤

𝑒

)︁
→ min

при ограничениях

(9)

𝑄𝐴⊤ +𝐴𝑄+𝐵𝑌 + 𝑌 ⊤𝐵⊤ + 𝜆𝑄 ⩽ 0,[︃
𝑍𝐴⊤

𝑒 +𝐴𝑒𝑍 +𝐵𝑒𝑋 +𝑋⊤𝐵⊤
𝑒 + 𝛼1𝑍 𝐷𝑒I

⊤

I𝐷⊤
𝑒 −𝛼2𝜎

2𝐼𝑞

]︃
⩽ 0,

[︃
𝜌𝑍 𝑋⊤

𝑋 𝜇

]︃
⩾ 0,

{︃
𝛼1 ⩾ 0, 𝛼2 ⩾ 0,

𝛼1 ⩾ 𝛼2𝑞
*𝜇,

𝜌𝑄0 ⩾ 𝐶𝑒𝑍𝐶
⊤
𝑒 ,

𝑄 ⩾ 𝐶𝑒𝑍𝐶
⊤
𝑒 ,

𝑄0 ⩾ 𝑄

относительно скалярной переменной 𝜇 > 0 и матричных переменных
𝑄, 𝑄0 ∈ R𝑛×𝑛, 𝑌 ∈ R1×𝑛, 𝑍 ∈ R(𝑛+1)×(𝑛+1), 𝑋 ∈ R1×(𝑛+1) при заданных
𝜆, 𝛼1, 𝛼2 ⩾ 0, 𝜎 > 0, 𝑞* ⩾ 1, 1 ⩾ 𝜌 > 0.
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Тогда при выполнении условий 𝑒 (𝑡0) ∈ 𝒳 =
{︁
𝑒 ∈ R𝑞: 𝑒⊤𝑒 ⩽ 𝜒

}︁
и

𝜂 (𝑡0) ∈ 𝒮0 =
{︁
𝜂 ∈ R𝑛+1: 𝜂⊤𝜌𝑆𝜂 ⩽ 1

}︁
, где 𝑆 = 𝑍−1, 𝜒 = 𝑞

*
𝜇̂

𝜎
2 , закон

управления (7) с параметром 𝐾 = 𝑋̂𝑍−1 обеспечивает выполнение
цели (4) при 𝑃 = 𝑄̂−1, 𝑃0 = 𝑄̂−1

0 .
Следствие 1. Если (9) совместны при выбранных 𝜎 = 𝜎0 > 0,

𝑞* = 𝑞*0 ⩾ 1, то они совместны и при всех 𝜎 ⩾ 𝜎0, 1 ⩽ 𝑞* ⩽ 𝑞*0 .
Таким образом, решение задачи (8) при ограничениях (9) позволяет

получить закон управления (7), обеспечивающий выполнение цели (4).
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Рассматривается синтез предикторного закона управления для
нелинейных систем строгой обратной связи (strict-feedback) при на-
личии постоянного запаздывания по входу. Сначала строится ста-
билизирующий закон 𝑢 = 𝑘(𝑥) для модели без запаздывания (на-
пример, методом бэкстеппинга), а затем реализуется управление в
форме 𝑢(𝑡) = 𝑘

(︀
𝑥̂(𝑡+𝐷)

)︀
, где 𝑥̂(𝑡+𝐷) вычисляется с помощью мо-

дельного предиктора. Для повышения робастности к дрейфу пре-
диктора вводится динамика коррекции с принудительным периоди-
ческим сбросом по времени 𝑇 и возможностью насыщения управ-
ления, что упрощает глобальную реализацию.

Ключевые слова: нелинейные системы, strict-feedback, запаздыва-
ние по входу, предиктор, коррекция, сброс

1. Постановка задачи
Рассмотрим нелинейную систему с запаздыванием по входу

(1) 𝑥̇(𝑡) = 𝑓(𝑥(𝑡)) + 𝑔(𝑥(𝑡))𝑢(𝑡−𝐷), 𝐷 > 0,

где 𝑥(𝑡) ∈ R𝑛, 𝑢(𝑡) ∈ R. Предполагается, что (1) имеет структуру стро-
гой обратной связи, позволяющую построить гладкий закон управле-
ния 𝑢 = 𝑘(𝑥) для модели без запаздывания 𝑥̇ = 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)𝑢.

Цель — реализовать компенсацию запаздывания по принципу пре-
диктора:

𝑢(𝑡) = 𝑘
(︀
𝑥(𝑡+𝐷)

)︀
,

заменив недоступное 𝑥(𝑡 + 𝐷) на предсказание 𝑥̂(𝑡 + 𝐷) и дополнив
схему коррекцией с периодическим сбросом.

2. Алгоритм предиктора с коррекцией и сбросом
Базовый стабилизатор и насыщение. Пусть закон 𝑢 = 𝑘(𝑥)

стабилизирует модель без запаздывания. Для ограничения входа ис-
пользуем насыщенный закон

(2) 𝑘𝑠(𝑥) := sat𝑢max
(𝑘(𝑥)).
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Непрерывная форма предиктора. Определим предикторную
траекторию 𝜒(𝜃, 𝑡), 𝜃 ∈ [0, 𝐷], как решение

(3)
𝜕

𝜕𝜃
𝜒(𝜃, 𝑡) = 𝑓(𝜒(𝜃, 𝑡))+ 𝑔(𝜒(𝜃, 𝑡))𝑢(𝑡+ 𝜃−𝐷), 𝜒(0, 𝑡) = 𝑥(𝑡)+ 𝜀(𝑡),

где сигнал 𝑢(𝑡+𝜃−𝐷) известен, поскольку 𝑡+𝜃−𝐷 ∈ [𝑡−𝐷, 𝑡]. Оценка
будущего состояния задается как

(4) 𝑥̂(𝑡+𝐷) := 𝜒(𝐷, 𝑡),

и закон управления выбирается в виде

(5) 𝑢(𝑡) = 𝑘𝑠
(︀
𝑥̂(𝑡+𝐷)

)︀
.

Динамика коррекции и периодический сброс. Для компенса-
ции дрейфа предиктора вводится вектор коррекции 𝜀(𝑡) ∈ R𝑛

(6) 𝜀̇(𝑡) = −Λ𝜀(𝑡) + 𝐿𝑟(𝑡), 𝜀(𝑚𝑇 ) = 0, 𝑚 = 0, 1, 2, . . . ,

где Λ ≻ 0, 𝐿 — постоянные матрицы, а 𝑟(𝑡) — инновация (ошибка пред-
сказания «на текущий момент»). Для формирования 𝑟(𝑡) сохраняется
предсказание, вычисленное 𝐷 секунд назад:

(7) 𝑟(𝑡) = 𝑥(𝑡)− 𝑥̂now(𝑡), 𝑥̂now(𝑡) := 𝜒(𝐷, 𝑡−𝐷).

Сброс (6) по периоду 𝑇 препятствует накоплению ошибки коррекции
на длинных интервалах.

Дискретная реализация (окно длины 𝐷). Выберем шаг 𝑇𝑠 и
положим 𝑁 = round(𝐷/𝑇𝑠), 𝑀 = round(𝑇/𝑇𝑠). Поддерживаются:

• кольцевой буфер 𝑈 [0:𝑁 ] значений 𝑢(𝑡𝑘 −𝐷), . . . , 𝑢(𝑡𝑘);

• массив предиктора 𝑋𝑝[0:𝑁 ], где 𝑋𝑝[𝑖] ≈ 𝑥̂(𝑡𝑘 + 𝑖𝑇𝑠);

• вектор коррекции 𝜀𝑘.

Алгоритм 1. Предикторное управление с коррекцией и сбросом (дис-
кретная форма).
Инициализация: заполнить 𝑈 [𝑖] ≡ 𝑢0, положить 𝑋𝑝[0] = 𝑥(0), 𝜀0 = 0;
построить 𝑋𝑝[1:𝑁 ] интегрированием 𝑥̇ = 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)𝑈 [𝑖] на окне [0, 𝐷].
Для 𝑘 = 0, 1, 2, . . .:
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1. Измерить 𝑥𝑘 = 𝑥(𝑡𝑘), 𝑡𝑘 = 𝑘𝑇𝑠.

2. Сброс по периоду: если 𝑘 mod𝑀 = 0, то положить 𝜀𝑘 ← 0,
𝑋𝑝[0] ← 𝑥𝑘 и заново построить 𝑋𝑝[1:𝑁 ] интегрированием с вхо-
дом 𝑈 [0:𝑁 − 1].

3. Инновация и коррекция: вычислить 𝑟𝑘 = 𝑥𝑘 −𝑋𝑝[0] и обновить

𝜀𝑘+1 = 𝜀𝑘 + 𝑇𝑠
(︀
−Λ𝜀𝑘 + 𝐿𝑟𝑘

)︀
, 𝑋𝑝[0]← 𝑋𝑝[0] + 𝜀𝑘+1.

4. Управление: вычислить 𝑢𝑘 = sat𝑢max

(︀
𝑘(𝑋𝑝[𝑁 ])

)︀
.

5. Обновить буфер задержки: сдвинуть 𝑈 влево и положить
𝑈 [𝑁 ]← 𝑢𝑘.

6. Легкое обновление предиктора: сдвинуть 𝑋𝑝 влево. Затем про-
двинуть конец окна на один шаг интегрированием модели с по-
стоянным входом 𝑢𝑘 (например, методом Рунге–Кутты 4-го по-
рядка):

𝑋𝑝[𝑁 ]← RK4
(︀
𝑥 ↦→ 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)𝑢𝑘, 𝑋𝑝[𝑁 ], 𝑇𝑠

)︀
.

7. Выдать 𝑢𝑘 на исполнительный орган (объект использует 𝑢(𝑡𝑘 −
𝐷) ≈ 𝑈 [0]).

3. Заключение

Предложена предикторная схема компенсации запаздывания по
входу для нелинейных систем strict-feedback, дополненная динамикой
коррекции и периодическим сбросом. Схема естественно сочетается с
бэкстеппингом для построения 𝑘(𝑥) и допускает глобальную реализа-
цию при насыщении управления. Дальнейшая работа включает полу-
чение условий на параметры Λ, 𝐿, 𝑇 и точность численной реализа-
ции, обеспечивающих глобальную (или практическую) устойчивость
замкнутой системы.
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We consider predictor-feedback control for strict-feedback nonlinear
systems with a constant input delay. First, a stabilizing delay-free feedback
𝑢 = 𝑘(𝑥) is designed (e.g., via backstepping). The delay is compensated by
𝑢(𝑡) = 𝑘(𝑥̂(𝑡+𝐷)), where 𝑥̂(𝑡+𝐷) is obtained from a model-based predictor
driven by the known control history over [𝑡 −𝐷, 𝑡]. To mitigate predictor
drift caused by modeling and numerical errors, an auxiliary correction
dynamics with a forced periodic reset is introduced, enabling a global
implementation under input saturation.

221



УДК 517.977

Об одной задаче управления высоковольтными линиями
электропередачи в условиях неопределенности

Н. Д. Ливанов, И. В. Изместьев
ЧелГУ, Челябинск, Россия

nikita.livanov.mail@gmail.com, j748e8@gmail.com

Рассматривается численное решение задачи управления системой
телеграфных уравнений, которая описывает передачу электроэнер-
гии по 𝑛 высоковольтным длинным линиям. Управляются напряже-
ния, генерируемые 𝑚 источниками. Электросеть подвержена внеш-
ним возмущениям, величина которых в точности не известна, а за-
даны лишь оценки их возможных значений. Цель выбора управле-
ния заключается в том, чтобы привести вектор средних значений
силы тока и напряжений в фиксированный момент времени на за-
данный компакт при любых допустимых функциях внешних воз-
мущений и любых допустимых реализациях помех. После замены
переменных получена задача управления системой ОДУ при на-
личии неопределенности. С помощью численного метода для этой
задачи построено множество разрешимости. Выполнены модельные
расчеты.

Ключевые слова: управление, неопределенность, телеграфные урав-
нения, гарантированный результат

1. Постановка задачи
Пусть задана система из 𝑛 длинных линий высокого напряжения,

по которым осуществляется передача мощности от𝑚 генераторов элек-
тростанции, причем 𝑚 ⩽ 𝑛. В 𝑘 импедансах (𝑘 ⩽ 𝑛) неизвестно точное
значение напряжения и силы тока, но известны границы их изменений.

Данная система формализуется 𝑛 телеграфными уравнениями [1],
описывающими малые колебания напряжений и сил токов в электро-
сети длинных линий:

(1)

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝜕𝑉𝑖(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡
= − 1

𝐿

𝜕𝐽𝑖(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑥
− 𝑅

𝐿
𝑉𝑖(𝑡, 𝑥) + 𝑓

(1)
𝑖 (𝑡, 𝑥),

𝜕𝐽𝑖(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡
= − 1

𝐶

𝜕𝑉𝑖(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑥
− 𝐺

𝐶
𝐽𝑖(𝑡, 𝑥) + 𝑓

(2)
𝑖 (𝑡, 𝑥),

𝑖 = 1, 𝑛,

где 0 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑝 и 0 ⩽ 𝑥 ⩽ 𝑙, 𝑙 — длина каждой линии; для 𝑖-й длинной
линии функции 𝑉𝑖(𝑡, 𝑥) и 𝐽𝑖(𝑡, 𝑥) описывают изменение напряжения и
силы тока, соответственно. Каждая длинная линия характеризуется
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следующими распределенными параметрами: сопротивлением 𝑅, ин-
дуктивностью 𝐿, электроемкостью 𝐶, коэффициентом утечки 𝐺. В на-
чальный момент 𝑡 = 0 заданы законы распределения 𝑉𝑖(𝑡, 𝑥) = 𝑔

(1)
𝑖 (𝑥),

𝐽𝑖(𝑡, 𝑥) = 𝑔
(2)
𝑖 (𝑥), где функции 𝑔(𝑗)𝑖 (𝑥), 𝑖 = 1, 𝑛, 𝑗 = 1, 2, являются непре-

рывными.
Считаем, что напряжения 𝑉𝑖(𝑡, 0) и 𝑉𝑖(𝑡, 𝑙) и сила тока 𝐽𝑖(𝑡, 𝑙) на

концах 𝑖-й линий, 𝑖 = 1, 𝑛, изменяются согласно уравнениям

(2) 𝑉𝑖(𝑡, 0) = 𝑎
(1)
𝑖 (𝑡) + 𝑏

(1)
𝑖 (𝑡)𝐷𝑖𝜉(𝑡);

(3)
𝑉𝑖(𝑡, 𝑙) = 𝑎

(2)
𝑖 (𝑡) + 𝑏

(2)
𝑖 (𝑡)𝐺𝑖𝜂(𝑡),

𝐽𝑖(𝑡, 𝑙) = 𝑎
(3)
𝑖 (𝑡) + 𝑏

(3)
𝑖 (𝑡)𝐹𝑖𝜒(𝑡).

Здесь функции 𝑎
(𝑗)
𝑖 (𝑡), 𝑏(𝑗)𝑖 (𝑡), 𝑖 = 1, 𝑛, 𝑗 = 1, 3, непрерывны на [0, 𝑝],

причем 𝑏
(𝑗)
𝑖 (𝑡) ⩾ 0. Вектор-функции

𝜉(𝑡) = (𝜉1(𝑡), 𝜉2(𝑡), . . . , 𝜉𝑚(𝑡))
⊤ ∈ 𝑈,

(𝜂(𝑡), 𝜒(𝑡))⊤ = (𝜂1(𝑡), 𝜂2(𝑡), . . . , 𝜂𝑘(𝑡), 𝜒1(𝑡), 𝜒2(𝑡), . . . , 𝜒𝑘(𝑡))
⊤ ∈ 𝑉,

где 𝑈 ⊂ R𝑚 и 𝑉 ⊂ R2𝑘 — выпуклые компакты, являются управлением
и помехой, соответственно. Символ ⊤ обозначает операцию транспо-
нирования. С помощью матрицы 𝐷 размерности 𝑛 на 𝑚, задается вы-
бор одномерного управления 𝜉𝑞(𝑡), 𝑞 = 1,𝑚, для каждого генератора
сигнала, а выбор одномерных помех 𝜂𝑦(𝑡) и 𝜒𝑦(𝑡), 𝑦 = 1, 𝑘, задается
матрицами 𝐺 и 𝐹 размерности 𝑛 на 𝑘, соответственно. За 𝐷𝑖, 𝐺𝑖, 𝐹𝑖,
обозначены 𝑖-е строки матриц 𝐷, 𝐺, 𝐹 , соответственно.

Непрерывные функции 𝑓 (𝑗)𝑖 (𝑡, 𝑥), определяющие внешние возмуще-
ния, не заданы точно, но известны их оценки:

(4) 𝑓
(𝑗)
𝑖 (𝑡, 𝑥) ⩽ 𝑓

(𝑗)
𝑖 (𝑡, 𝑥) ⩽ 𝑓

(𝑗)
𝑖 (𝑡, 𝑥), 𝑗 = 1, 2, 𝑖 = 1, 𝑛.

Функции 𝑓 (𝑗)𝑖 (𝑡, 𝑥), 𝑓 (𝑗)𝑖 (𝑡, 𝑥) являются непрерывными.
Пусть задан компакт 𝑍 ⊂ R𝑑 (возможно, невыпуклый) и постоян-

ная матрица 𝑊 размерности 𝑑 на 2𝑛. Цель выбора управления 𝜉(𝑡)
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в (2) заключается в осуществлении включения

(5) 𝑊𝜆 ∈ 𝑍, 𝜆 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑙∫︀
0

𝑉1(𝑝, 𝑥)𝜎
(𝑉 )
1 (𝑥)𝑑𝑥

. . .

𝑙∫︀
0

𝑉𝑛(𝑝, 𝑥)𝜎
(𝑉 )
𝑛 (𝑥)𝑑𝑥

𝑙∫︀
0

𝐽1(𝑝, 𝑥)𝜎
(𝐽)
1 (𝑥)𝑑𝑥

. . .

𝑙∫︀
0

𝐽𝑛(𝑝, 𝑥)𝜎
(𝐽)
𝑛 (𝑥)𝑑𝑥

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

,

при любых допустимых реализациях помех 𝜂(𝑡), 𝜒(𝑡) (3) и для любых
непрерывных функций 𝑓

(𝑗)
𝑖 (𝑡, 𝑥) (4), 𝑖 = 1, 𝑛, 𝑗 = 1, 2. Здесь 𝜎

(𝑉 )
𝑖 :

[0, 1]→ R, 𝜎(𝐽)
𝑖 : [0, 1]→ R, 𝑖 = 1, 𝑛 — заданные непрерывные функции,

удовлетворяющие условиям 𝜎
(𝑉 )
𝑖 (0) = 𝜎

(𝑉 )
𝑖 (𝑙) = 𝜎

(𝐽)
𝑖 (0) = 𝜎

(𝐽)
𝑖 (𝑙) = 0.

2. Численное решение
После замены переменных [2] получена линейная задача управле-

ния при наличии неопределенности:

(6) 𝑧̇(𝑡) = −𝐴(𝑡)𝜉(𝑡) +𝐵(𝑡)𝑣(𝑡), 𝜉(𝑡) ∈ 𝑈, 𝑣(𝑡) ∈ 𝑄, 𝑧(𝑝) ∈ 𝑍.
Здесь 𝑣(𝑡) неопределенность; 𝑄 — выпуклый компакт; 𝐴(𝑡) и 𝐵(𝑡) —
матрицы размерностей 2𝑛 на 𝑚 и 2𝑛 на 2𝑘, соответственно, с коэффи-
циентами, которые являются непрерывными функциями.

Трактуя помехи и неопределенности как управление второго игрока
(противника) [3], сводим исходную задачу (1)–(5) к линейной диффе-
ренциальной игре.

Для решения задачи (6) предложена модификация приближенного
сеточного алгоритма [4] для вычисления множеств разрешимости пер-
вого игрока, в рамках которой реализуется новый подход к прибли-
женному вычислению разности Минковского для конечных множеств.

Проведены модельные расчеты множества разрешимости для кон-
кретных значений числовых параметров. Используя метод экстремаль-
ного прицеливания [5], построено гарантирующее управление первого
игрока, решающее исходную задачу (1)–(5).

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда
(Проект № 25-21-00679), https://rscf.ru/project/25-21-00679/.
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Control Under Uncertainty

N. D. Livanov, I. V. Izmest’ev
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This paper considers the numerical solution of a control problem for
a system of telegraph equations describing the transmission of electricity
over 𝑛 high-voltage long lines. The voltages generated by 𝑚 sources are
controlled. The electrical network is subject to external disturbances,
the exact magnitude of which is unknown; only estimates of their
possible values are given. The control objective is to steer the vector
of average current and voltage values to a specified compact set at
a fixed time, for all admissible external disturbance functions and all
admissible noise realizations. After a change of variables, the problem is
reduced to controlling a system of ordinary differential equations under
uncertainty. Using a numerical method, the reachable set for this problem
is constructed. Model calculations have been performed.
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с учетом ограничений на скорость и динамическим
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Для колесной платформы с двумя ведущими колесами в рамках
блочного подхода формализованы законы ограниченного управле-
ния со стабилизирующими сигмовидными функциями двух типов.
Для сглаживания опорной траектории предложен динамический
генератор со специальными настройками, обеспечивающий плав-
ный въезд платформы на маршрут из произвольных начальных
условий.

Ключевые слова: колесная платформа, траекторное управление,
ограничение на скорость, сигмоиды, сатураторы

Объектом управления является беспилотная колесная платформа
с двумя ведущими (тяжелыми и жесткими) колесами, которые дви-
жутся без проскальзывания по абсолютно шероховатой горизонталь-
ной поверхности. В неподвижной декартовой системе координат 𝑂𝑥𝑦
кинематическая модель центра масс платформы (𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)) имеет вид

(1) 𝑥̇ = 𝑣 cos(𝜃), 𝑦̇ = 𝑣 sin(𝜃), 𝜃 = 𝜔,

где 𝜃 ∈ [−𝜋;𝜋] — угол между направлением курса и осью 𝑂𝑥, значения
регулируемых переменных 𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝜃(𝑡) полагаются известными, 𝑣, 𝜔
— линейная и угловая скорости. Для вращения ведущих колес на плат-
форме установлены два электродвигателя постоянного тока (ДПТ), по-
этому в динамической подсистеме, которая здесь не рассматривается,
имеются два токовых контура и два истинных управления (напряже-
ния питания якорных цепей ДПТ). Согласно принципу декомпозиции
в системе (1) в качестве виртуальных управлений принимаются ско-
рости 𝑣, 𝜔, которые одновременно служат задающими воздействиями
для динамической подсистемы. К виртуальным управлениям предъяв-
ляются требования гладкости и ограниченности:

(2) |𝑣(𝑡)| ⩽ 𝑉, |𝜔(𝑡)| ⩽𝑊, 𝑡 ⩾ 0.

Ставится задача синтеза виртуальных управлений в форме обрат-
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ной связи, обеспечивающей отслеживание регулируемыми переменны-
ми эталонной траектории (𝑥𝑟(𝑡), 𝑦𝑟(𝑡)), являющейся допустимой:

(3) 𝜃𝑟(𝑡) = arctan(𝑦̇𝑟(𝑡)/𝑥̇𝑟(𝑡)) ∈ [−𝜋;𝜋],

(4)

|𝑣𝑟(𝑡)| =
√︁
𝑥̇2𝑟(𝑡) + 𝑦̇2𝑟(𝑡) ⩽ 𝑉𝑟 < 𝑉, |𝜔𝑟(𝑡)| = |𝜃𝑟(𝑡)| ⩽𝑊𝑟 < 𝑊, 𝑡 ⩾ 0.

Задача слежения сводится к стабилизации ошибок слежения. Для
учета неголономной связи (3) ошибки слежения рассматриваются в
системе координат, жестко связанной с платформой [1]:

(5)

⎛⎝𝑒𝑥𝑒𝑦
𝑒𝜃

⎞⎠ =

⎛⎝ cos(𝜃) sin(𝜃) 0
− sin(𝜃) cos(𝜃) 0

0 0 1

⎞⎠⎛⎝𝑥𝑟 − 𝑥𝑦𝑟 − 𝑦
𝜃𝑟 − 𝜃

⎞⎠ .

После дифференцирования выражений (5) в силу (1) получены
уравнения динамики ошибок слежения 𝑒 = (𝑒𝑥, 𝑒𝑦, 𝑒𝜃)

𝑇 :

(6) 𝑒̇𝑥 = 𝜔𝑒𝑦 − 𝑣 + 𝑣𝑟 cos(𝑒𝜃), 𝑒̇𝑦 = −𝜔𝑒𝑥 + 𝑣𝑟 sin(𝑒𝜃), 𝑒̇𝜃 = 𝜔𝑟 − 𝜔.

В рамках блочного [2] подхода формализованы законы управления

(7)
𝑣 = 𝑣𝑟 cos(𝑒𝜃) +𝑚2𝑓(𝑘2(𝑒𝑥 +𝑚1sgn(𝜔)𝑓(𝑘1𝑒𝑦))),

𝜔 = 𝜔𝑟 +𝑚3𝑓(𝑘3𝑒𝜃 + 𝑘4𝑒𝑦), 𝑘𝑖,𝑚𝑖 = const > 0, 𝑖 = 1, 2, 3

с ограниченными S-образными стабилизирующими функциями 𝑓(*)
двух типов: в виде гладкой функции обощенного гиперболического
тангенса 𝑓(*) = tanh(*) и кусочно-линейной функции с насыщением
𝑓(*) = sat(*). Показано, что в обоих случаях обеспечивается выпол-
нение ограничений (2) и стабилизации замкнутой системы (6)–(7) с
сопоставимыми показателями качества.

Для реализации закона управления (7) нужно знать не только коор-
динаты радиус-вектора эталонной траектории, но и их производные до
второго порядка включительно (4). При аналитическом задании эта-
лонной траектории они вычисляются непосредственно.

Если задающие воздействия поступают в систему управления ро-
ботом в реальном времени, то возникает проблема сглаживания и ре-
ального дифференцирования командных сигналов. Для решения этих
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задач был использован автономный динамический генератор заданий
со стабилизирующими функциями 𝑓(*) также двух типов:

(8)
𝜒̇1 = 𝜒2, 𝜒̇2 = 𝜒3, 𝜒̇ = 𝑤,

𝑤 = −𝑝3𝑓(𝑙3(𝜒3 + 𝑝2𝑓(𝑙2(𝜒2 + 𝑝1𝑓(𝑙1(𝜒1 − 𝜒)))))),

где 𝜒𝑖 ∈ R2 — переменные состояния, 𝑤 ∈ R2 — управляющие воздей-
ствия, коэффициенты усиления 𝑝𝑖, 𝑙𝑖 = const > 0, 𝑖 = 1, 2, 3 выбирают-
ся на основе неравенств с учетом ограничений (2) [3], 𝜒 = (𝑥𝑟(𝑡), 𝑦𝑟(𝑡))

𝑇

— опорная негладкая траектория, которая отслеживается с некоторой
точностью, что является показателем ее сглаживания в угловых точ-
ках. Показано, что переменные генератора (8) порождают в реальном
времени плавную траекторию и ее производные с заданными ограни-
чениями: 𝜒1 = (𝑥𝑟(𝑡), 𝑦𝑟(𝑡))

𝑇 , 𝜒2 = (𝑥̇2(𝑡), 𝑦̇𝑟(𝑡))
𝑇 , 𝜒3 = (𝑥̈𝑟(𝑡), 𝑦𝑟(𝑡))

𝑇 .
Эти сигналы используются в качестве эталонных реализуемых задаю-
щих воздействий (3)–(4) в законах управления (7).

В базовом варианте 𝑒(0) = 0⃗ при начальных значениях 𝜒1(0) =
𝜒(0), 𝜒2(0) = 𝜒3(0) = 0⃗ платформа сразу начинает движение по марш-
руту. В противном случае 𝑒(0) ̸= 0⃗ возникают колебательные пере-
ходные процессы ошибок слежения, но с ограниченными всплесками
управляющих воздействий (7). Разработаны алгоритмы специальной
настройки начальных условий динамического генератора (8), обеспе-
чивающие плавный безостановочный и безопасный въезд платформы
на маршрут из произвольных начальных условий.

Результаты моделирования показали, что в следящих системах (6)–
(7) и (8) со стабилизирующими функциями 𝑓(*) обоих типов графики
переменных состояния практически одинаковы. Но сатураторы реали-
зуют более жесткое ограничение управлений, а 𝑓(*) = tanh(*) приво-
дят к более плавным изменениям управляющих воздействий в пере-
ходных режимах и рекомендуются к использованию в (7).
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For a wheeled platform with two driving wheels, limited control laws
with two types of stabilizing sigmoid functions are formalized using a block
approach. A dynamic generator with special settings is proposed to smooth
the reference trajectory, ensuring a smooth platform entry into the route
from arbitrary initial conditions.
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В задаче типа Прони параметрической идентификации коэффици-
ентов стационарного линейного разностного уравнения с вариаци-
онной целевой функцией по теореме об оценке конечных прира-
щений получены новые гарантированные оценки устойчивости ре-
зультатов идентификации. Проведено вычислительное сравнение с
другими известными оценками устойчивости.

Ключевые слова: Разностные уравнения, идентификация коэффи-
циентов, вариационная задача Прони, локальная устойчивость, га-
рантированные оценки.

1. Введение

В работе исследуется задача параметрической идентификации ко-
эффициентов стационарного линейного разностного уравнения с точки
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зрения гарантированных оценок для погрешностей идентификации в
зависимости от предполагаемого уровня погрешности в наблюдениях.
Общепринятыми является подходы на основе доверительных интерва-
лов (вероятностного характера) [1], интервальной арифметики (апосте-
риорно, без вывода явных формул для интервалов) [2]. Альтернатив-
ный способ состоит в исследовании асимптотики по малости ампли-
туды возмущений с получением явной зависимости между нормами
возмущений и нормами погрешностей оценок на основе тейлоровско-
го разложения неявной функции зависимости оценок параметров 𝜃 от
наблюдений 𝑥, исходя из условия равенства нулю градиента целевой
функции идентификации 𝐽 ′

𝜃(𝜃, 𝑥) = 0 [3,4]. Из верхних оценок для оста-
точного члена разложения в ряд Тейлора зависимости 𝜃(𝑥) получаются
верхние гарантированные границы ошибок идентификации в виде яв-
ных формул 𝛿𝜃(𝛿𝑥). Они являются наилучшими в пределе 𝛿𝑥→ 0, что
позволяет проводить теоретическое сравнение методов идентификации
с разными целевыми функциями.

В этой парадигме получены новые гарантированные верхние гра-
ницы для погрешностей идентификации на основе теоремы о среднем.
В качестве остаточного члена ряда использовано среднее по области
значение линейного слагаемого, что позволило на порядок ослабить
технические ограничения на малость нормы возмущений 𝛿𝑥.

2. Основной результат

Исследуется задача идентификации вектора параметров

𝜃 = [𝜃1; . . . ; 𝜃𝑣]
.
=

[︃
𝜃1
...
𝜃𝑣

]︃
∈ R𝑣 разностного уравнения

(1) 𝛼𝑛𝑥𝑘+𝑛 + 𝛼𝑛−1𝑥𝑘+𝑛−1 + . . .+ 𝛼0𝑥𝑘 = 0, 𝑘 = 1, 𝑁 − 𝑛,

с матричными коэффициентами 𝛼𝑖 = 𝛼𝑖(𝜃) ∈ R𝑟×(𝑟+𝑚), 𝑖 = 0, 𝑛, 𝛼𝑛 ̸= 0,
𝛼0 ̸= 0, по возмущенным наблюдениям 𝑦 = 𝑥+ 𝛿𝑥 ∈ R𝑁(𝑟+𝑚) процесса
𝑥
.
= [𝑥1; . . . ;𝑥𝑁 ]. Истинное значение 𝜃 = 𝜃* и процесс 𝑥 заранее не из-

вестны. Предполагается, что 𝛼(𝜃) = 𝐷𝜃 + 𝑑, где 𝛼 .
= vect [𝛼0; . . . ;𝛼𝑛] ∈

R𝑙, 𝑙 .
= 𝑟 (𝑟 +𝑚) (𝑛+ 1), матрица 𝐷 ∈ R𝑙×𝑣 и столбец 𝑑 ∈ R𝑙 зада-

ны, столбцы составной матрицы [𝐷, 𝑑] ∈ R𝑙×(𝑣+1) линейно независимы,
задача вычисления 𝜃 по 𝑥 однозначно разрешима. Для минимизации
ошибок идентификации при аддитивных возмущениях 𝑥 ↦→ 𝑥+ 𝛿𝑥 вы-
брана ЦФ
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(2)

𝐽(𝜃, 𝑦)
.
= 1

2 ‖𝑦 − 𝑥̂(𝜃)‖
2 → min

𝜃
, 𝑥̂(𝜃)

.
=
(︁
𝐼 −𝐺𝐶𝐺⊤

)︁
𝑦, 𝐶

.
=
(︁
𝐺⊤𝐺

)︁−1

,

𝐺⊤ = 𝐺(𝜃)⊤
.
=

⎡⎢⎢⎢⎣
𝛼0 𝛼1 . . . 𝛼𝑛 0

𝛼0 𝛼1 . . . 𝛼𝑛
. . . . . . . . .

0 𝛼0 𝛼1 . . . 𝛼𝑛

⎤⎥⎥⎥⎦ ∈ R𝑟(𝑁−𝑛)×𝑁(𝑟+𝑚)

Здесь 𝐺 — клеточно-теплицевая матрица системы уравнений 𝐺⊤𝑥 = 0
(1). Задачу (2) называем вариационной задачей Прони.

Основной результат состоит в следующем. Определим матрицы

𝑅
.
= 𝑋̂⊤𝐶𝑋̂, 𝑋̂

.
=
(︁
𝐺⊤𝑥̂

)︁′
𝜃
=

[︂(︁
𝐺⊤
)︁′
𝜃1
𝑥̂ . . .

(︁
𝐺⊤
)︁′
𝜃𝑣
𝑥̂

]︂
.

Теорема. В задаче (2) при выполнении условий

‖𝛿𝑥‖ ⩽ 𝜇𝜔

𝜇+ 𝜔2 , 𝜔
.
=

𝑎

𝜇+ 𝑐
, 𝑎

.
=
𝜆
3/2
min

𝑎𝜃
, 𝑐

.
=
𝑎𝑥
√
𝜆min

𝑎𝜃
,

‖𝛿𝑥‖ ⩽ ‖𝐷‖
√
𝜆min

5𝑛 ‖𝐶‖1/2 𝜇
, 𝜆min

.
= 𝜆min (𝑅) ,

𝑎𝜃
.
= 5𝑛 ‖𝑋‖2 · ‖𝐶‖3/2 · ‖𝐷‖𝐹 , 𝑎𝑥

.
= 6 ‖𝑋‖ · ‖𝐶‖ · ‖𝐷‖𝐹 ,

верна гарантированная оценка ‖𝛿𝜃‖ ⩽ 𝜇
‖𝛿𝑥‖√
𝜆min

, 𝜇 > 1.

Проведено численное сравнение новых оценок с ранее известными
теоремами об устойчивости [3, 5] на двух примерах разностных урав-
нений.
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В статье предложен робастный метод управления нелинейными
системами второго порядка при наличии ограниченных неизвест-
ных возмущений и ограничений по входу. Подход объединяет
фиксированно-временную устойчивость, симметричные барьерные
функции Ляпунова и управление в скользящем режиме, обеспечи-
вая быстрое и устойчивое слежение с соблюдением ограничений по
состоянию. Барьерное преобразование гарантирует выполнение за-
данных границ, а нелинейная скользящая поверхность обеспечива-
ет сходимость за фиксированное время, не зависящее от начальных
условий. Сглаженный переключающий закон на основе гиперболи-
ческого тангенса уменьшает дрожание и сохраняет ограниченность
управляющего сигнала.

Ключевые слова: управление с фиксированным временем сходимо-
сти, симметричное барьерное преобразование, скользящий режим,
нелинейные системы, ограничения по входу, робастное управление

1. Введение

Робастное слежение за траекторией нелинейных систем при на-
личии внешних возмущений, неопределенностей модели и ограниче-
ний исполнительных механизмов остается сложной задачей управле-
ния, особенно в робототехнике, автономном транспорте и аэрокосми-
ческих системах [1]. Классическое управление в скользящем режиме
(SMC) обеспечивает высокую робастность [2], однако страдает эффек-
том дрожания и обычно гарантирует лишь асимптотическую или ко-
нечновременную сходимость. Улучшенные схемы, такие как TSMC и
NFTSMC [3], ускоряют сходимость, но не обеспечивают ее независи-
мость от начальных условий и редко учитывают насыщение по входу.
Теория фиксированного времени сходимости позволяет гарантировать
достижение цели за заранее ограниченный интервал времени, не зави-
сящий от начального состояния [4], однако в большинстве работ не рас-
сматриваются ограничения по состоянию и входу. Барьерные функции
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Ляпунова (BLF) эффективно обеспечивают выполнение ограничений
по состоянию [5], но редко интегрируются с фиксированно-временной
сходимостью и робастностью скользящего режима в единой структу-
ре [6]. В связи с этим в работе предлагается метод FIC-SBLSC — сколь-
зящее управление с фиксированным временем сходимости на осно-
ве симметричного барьерного преобразования для нелинейных систем
второго порядка с ограниченными возмущениями, обеспечивающее со-
блюдение ограничений по состоянию и входу, подавление возмущений
и снижение эффекта дрожания.

2. Основной результат
Рассмотрим класс нелинейных систем второго порядка, подвержен-

ных воздействию ограниченных неизвестных возмущений, описывае-
мых следующим образом

(1)
𝑥̇1 = 𝑥2,

𝑥̇2 = 𝑓(𝑥1, 𝑥2) + 𝑔(𝑥1, 𝑥2)𝑢(𝑡) + 𝑑(𝑡),

где 𝑥1, 𝑥2 ∈ R𝑛 обозначают векторы состояний системы, а 𝑢 ∈ R𝑛 — век-
тор управляющего воздействия. Нелинейные функции 𝑓(𝑥1, 𝑥2) ∈ R𝑛 и
𝑔(𝑥1, 𝑥2) ∈ R𝑛×𝑛 представляют соответственно известную дрейфовую
динамику системы и матрицу коэффициентов управления. Величина
𝑑(𝑡) ∈ R𝑛 обозначает неизвестное, но ограниченное внешнее возмуще-
ние.

Вводится симметричное барьерное преобразование следующего ви-
да

(2) 𝜉 =
𝑒1

𝑏− |𝑒1|
, |𝑒1| < 𝑏.

Нелинейная поверхность скольжения определяется следующим об-
разом

(3) 𝜎 = 𝜉 + 𝜅1𝜉 + 𝜅2|𝜉|𝛼sign (𝜉) .

где 𝜅1 > 0 и 𝜅2 > 0 — настраиваемые коэффициенты, а 0 < 𝛼 < 1 —
дробный показатель степени, обеспечивающий нелинейное демпфиро-
вание.

Для обеспечения фиксированно-временной сходимости поверхности
скольжения 𝜎 → 0 предлагаемый управляющий сигнал формируется
как сумма двух составляющих:

(4) 𝑢(𝑡) = 𝑢𝑒𝑞(𝑡) + 𝑢𝑠𝑤(𝑡).
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где эквивалентное управление 𝑢𝑒𝑞 предназначено для компенсации но-
минальной динамики системы:

(5) 𝑢𝑒𝑞 = 𝑔−1(𝑥1, 𝑥2)
(︁
𝑥̈𝑑 − 𝜉 − 𝜅1𝜉 − 𝜅2𝛼|𝜉|𝛼−1

𝜉 − 𝑓(𝑥1, 𝑥2)
)︁
,

а робастная нелинейная составляющая 𝑢𝑠𝑤 обеспечивает конечновре-
менную сходимость и подавление возмущений:

(6) 𝑢𝑠𝑤 = −𝑘1
(︁
|𝜎| 12 + 𝛾|𝜎| 32

)︁
tanh

(︂
𝜎

𝜇

)︂
− 𝑘2 tanh

(︂
𝜎

𝜇

)︂
.

где 𝑘1, 𝑘2 > 0 — коэффициенты усиления для подавления возмущений
и уменьшения ошибки, а 𝛾 > 0 — коэффициент высшего порядка.

Теорема 1. Рассмотрим систему (1) с законом управления (4).
Если коэффициенты регулятора удовлетворяют условию 𝑘2 > ∆̄, то
переменная скольжения 𝜎(𝑡) сходится к нулю за фиксированное вре-
мя, причем время установления ограничено и не зависит от началь-
ных условий.

Теорема 2. Если 𝜎 (𝑡) → 0 за фиксированное время, то преоб-
разованная барьером ошибка 𝜉(𝑡) и исходная ошибка слежения 𝑒1(𝑡)
сходятся к нулю при соблюдении ограничения |𝑒1(𝑡)| < 𝑏.

3. Эквивалентная задача

Рассмотрим MIMO-структуру с диагональной связью: 𝑓𝑖
(︀
𝑥1,𝑖, 𝑥2,𝑖

)︀
=

0.5 sin
(︀
𝑥1,𝑖
)︀
+ 0.3𝑥22,𝑖, 𝑔𝑖

(︀
𝑥1,𝑖, 𝑥2,𝑖

)︀
= 1+ 0.2 cos

(︀
𝑥1,𝑖
)︀
, и возмущение за-

дается в виде 𝑑𝑖 (𝑡) = 0.1 sin (2𝜋𝑡), с 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛}. Желаемая траекто-
рия выбирается покомпонентно следующим образом: 𝑥𝑑,𝑖 (𝑡) = sin (𝑡),
𝑥̇𝑑,𝑖 (𝑡) = cos (𝑡), 𝑥̈𝑑,𝑖 (𝑡) = − sin (𝑡). Параметры регулятора FIC-
SBLSC, использованные в моделировании, выбраны следующим об-
разом: 𝑏 = 1.2, 𝜅1 = 4, 𝜅2 = 3.5, 𝛼 = 0.6, 𝑘1 = 𝑘2 = 5, 𝛾 = 1, 𝜇 = 0.005,
и 𝑢max = 10.

Предложенный регулятор сравнивается с управлением в скользя-
щем режиме (SMC) и несингулярным быстрым терминальным сколь-
зящим управлением (NFTSMC).

4. Заключение
В работе разработан робастный метод скользящего управления с

фиксированным временем сходимости на основе симметричной барьер-
ной функции Ляпунова для нелинейных систем при наличии ограниче-
ний по состоянию и входу. Доказана фиксированно-временная устой-
чивость замкнутой системы и соблюдение заданных ограничений. Чис-
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ленные эксперименты подтвердили высокую точность слежения, быст-
рое затухание переходных процессов и снижение эффекта дрожания по
сравнению с существующими методами.
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This paper proposes a robust control method for second-order nonlinear
systems in the presence of bounded unknown disturbances and input
constraints. The approach integrates fixed-time stability, symmetric
Barrier Lyapunov Functions, and sliding mode control to achieve fast
and robust tracking while enforcing state constraints. The barrier
transformation guarantees satisfaction of the prescribed bounds, and the
nonlinear sliding surface ensures fixed-time convergence independent of
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initial conditions. A smooth switching law based on the hyperbolic tangent
function reduces chattering while maintaining bounded control input.

УДК 531.36

Об управлении зарядкой батареи
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МГУ имени М. В. Ломоносова, Москва, Россия
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В настоящее время большинство планетоходов используют солнеч-
ные панели для зарядки. Однако в условиях загрязненной атмо-
сферы возможным решением для зарядки планетоходов остается
только использование энергии ветра. Для обеспечения стабильной
зарядки аккумулятора разработана система управления зарядным
током. Разработана математическая модель электромеханической
системы. В аэродинамической трубе НИИ механики МГУ проведе-
но экспериментальное исследование процесса зарядки планетохода,
оснащенного ветроэнергетической установкой с ротором Савониуса.
Экспериментально получены стационарные режимы системы для
различных состояний аккумулятора. На основе полученных экспе-
риментальных данных определены параметры математической мо-
дели. Расчеты модели хорошо согласуются с экспериментальными
данными.

Ключевые слова: ротор Савониуса, ток зарядки аккумулятора, ста-
ционарные режимы

1. Введение
На планетах с загрязненной атмосферой, а также в условиях поляр-

ной ночи в северных районах Земли представляется целесообразным
использование ветроэнергетических установок в качестве источника
энергии. Ротор Савониуса является хорошим выбором для ветропри-
емного элемента благодаря своей способности работать при любом на-
правлении ветра. Исследование ротора Савониуса является довольно
популярной задачей [1]. Тем не менее, до сих пор актуальной остает-
ся проблема разработки замкнутых математических моделей, описы-
вающих электромеханическое взаимодействие системы, состоящей из
ротора Савониуса и генератора [2].
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2. Основной результат

В аэродинамической трубе НИИ механики МГУ проведено экспери-
ментальное исследование процесса зарядки планетохода, оснащенного
ветроэнергетической установкой с ротором Савониуса радиусом 0,4 м
и высотой 1 м. Построена замкнутая математическая модель электро-
механической системы, состоящей из ротора Савониуса, генератора,
блока управления током и аккумулятора (рис. 1).

Уравнения системы можно представить в следующем виде:

(1)

𝐽𝜔̇ = 𝑏
𝜌𝑠

2
𝑣2𝐶𝑚(𝜔)− 𝑐

𝑐𝜂(𝜔 − 𝜔0)−
√︁
𝜂2𝑐2(𝜔 − 𝜔0)

2 − 4𝑅𝜂𝑈2𝐼2

2𝜂𝑅

𝐶𝑏
𝑑(𝑈2 − 𝑈𝑜𝑐 − 𝐼2𝑟1)

𝑑𝑡
+
𝑈2 − 𝑈𝑜𝑐 − 𝐼2𝑟1

𝑟2
= 𝐼2

𝑈𝑜𝑐 = 𝑈0 + 𝛼

𝑡∫︁
0

𝐼2𝑑𝑡,

где 𝐶𝑚 — коэффициент момента ротора Савониуса, 𝑈𝑜𝑐 — напря-
жение разомкнутого контура, 𝐼2 — ток зарядки, 𝐼1 — ток на выходе
генератора, 𝐶𝑑 — эффективная емкость аккумулятора, 𝛼 — посто-
янный коэффициент зарядки, 𝜌 — плотность воздуха, 𝑠 — площадь
ветротурбины, 𝑏 — радиус ветротурбины, 𝑣 — скорость ветра, 𝑐 — ко-
эффициент электромеханического взаимодействия, 𝜔0 — минимальная
угловая скорость, при которой генератор начинает работать, 𝑅 — со-
противление генератора, 𝜂 - КПД блока управления током, 𝑟1 + 𝑟2
— сопротивления во внутренней цепи аккумулятора, 𝑈0 - напряже-
ние разомкнутого контура в начальный момент времени, 𝐽 — момент
инерции

Рис. 1: Эскиз механической системы.

Уравнения стационарного режима выглядят следующим образом:
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(2)

𝐶𝑚(𝜔) = 𝑘[(𝜔 − 𝜔0)−
√︁
(𝜔 − 𝜔0)

2 − 𝐽𝐼22 (𝑟1 + 𝑟2)− 𝐽𝐼2𝑈𝑜𝑐]
𝐼2(𝑟1 + 𝑟2) = 𝑈2 − 𝑈𝑜𝑐

𝑘 =
𝑐2

𝑏𝜌𝑆𝑣2𝑅
, 𝐽 =

4𝑅

𝑐2𝜂
.

Определены характеристики стационарных режимов системы при
различных зарядных токах. Показано, что система имеет только одно
стационарное решение. Разработан алгоритм управления током для ре-
ализации стабильной зарядки аккумулятора. Определены параметры
математической модели.

3. Заключение

В данной работе построена математическая модель электромеха-
нической системы, состоящей из ротора Савониуса, генератора, блока
управления током и аккумулятора. Путем управления зарядным током
были получены стационарные режимы работы системы при различных
значениях зарядного тока. На основе экспериментальных данных были
определены параметры модели. Расчеты модели хорошо согласуются
с экспериментами. Результаты, полученные в этой работе, могут по-
служить теоретической основой для проектирования автоматических
систем контроля зарядки аккумулятора.

Список литературы

1. Fujisawa N. On the Torque Mechanism of Savonius Rotors // J. of Wind
Engineering and Industrial Aerodynamics. 1992. V. 40. P. 277–292.

2. Буданов В.М., Голуб А.П., Досаев М.З., Селюцкий Ю.Д. О влиянии
стабилизатора тока на динамику малой гибридной ветроэнергетической
установки // Мехатроника, автоматизация, управление. 2024. Т. 25, №
11. С. 603–611.

On Battery Charging Control

S. Lu, M. Z. Dosaev, R. M. Shcherbov
Lomonosov Moscow State University, Russia

lusilong36@gmail.com , dosayev@imec.msu.ru, romanbt405@gmail.com

Recently, most rovers use solar panels for charging. However, in polluted
atmospheres, wind power remains the only viable solution for charging
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rovers. To ensure stable battery charging, a charging current control
system was developed. A mathematical model of the electromechanical
system was developed. An experimental study of the charging process
of a rover equipped with a Savonius rotor wind turbine was conducted
in the wind tunnel of the Institute of Mechanics of Lomonosov Moscow
State University. Steady-state conditions of the system for various battery
states were obtained in experiments. Based on the experimental data,
the parameters of the mathematical model were determined. The model
calculations are in good agreement with the experimental data.
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В работе рассматривается краевая задача типа Дирихле для урав-
нения параболического типа с запаздыванием. Целью является по-
строение функционала Ляпунова, позволяющего исследовать экс-
поненциальную устойчивость решения и получить явную оценку
скорости затухания. В работе используется функционал с простей-
шей заданной производной, после чего вводится его модификация,
обеспечивающая двусторонние оценки.

Ключевые слова: уравнение параболического типа, уравнение с за-
паздыванием, функционал Ляпунова, экспоненциальная устойчи-
вость.

1. Введение

Метод Ляпунова является фундаментальным инструментом иссле-
дования устойчивости дифференциальных уравнений. Для систем с
запаздыванием его естественным обобщением служит метод функци-
оналов Ляпунова–Красовского, в рамках которого рассматриваются
функционалы, зависящие от состояния системы на интервале запаз-
дывания.

Одним из направлений развития этого метода является построе-
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ние функционалов по заданной производной [1]. Такие функционалы
позволяют получить оценки решений и исследовать экспоненциальную
устойчивость.

В работе рассматривается система с распределенными параметрами
и запаздыванием

(1)

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑢𝑡(𝑥, 𝑡) = 𝑎𝑢𝑥𝑥(𝑥, 𝑡) + 𝑏𝑢(𝑥, 𝑡− ℎ), 𝑥 ∈ (0, 1), 𝑡 > 0,

𝑢(0, 𝑡) = 𝑢(1, 𝑡) = 0, 𝑡 ⩾ 0,

𝑢(𝑥, 𝜃) = 𝜙(𝑥, 𝜃), 𝜃 ∈ [−ℎ, 0], 𝑥 ∈ [0, 1].

Здесь 𝜙— начальная функция, для простоты мы предполагаем, что она
абсолютно непрерывна, 𝑎 > 0, 𝑏 ̸= 0 — параметры модели, ℎ > 0 — за-
паздывание. Система включает уравнение параболического типа с за-
паздыванием, однородные граничные и некоторые начальные условия.
Подобные системы используются при описании биологических процес-
сов, например, динамики популяций и распространении эпидемий [2].

Далее решения системы рассматриваются как функции, принимаю-
щие значения в пространстве Лебега 𝐿2(0, 1). Через ‖·‖𝐿2

обозначается
норма этого пространства:

‖𝑢(·, 𝑡)‖2𝐿2
=

1∫︁
0

𝑢2(𝑥, 𝑡) 𝑑𝑥.

Для каждого 𝑡 ⩾ 0 определим отображение ̂︀𝑢𝑡 из отрезка [−ℎ, 0] в
𝐿2(0, 1), задаваемое равенством ̂︀𝑢𝑡(𝜃) = 𝑢(·, 𝑡+ 𝜃), 𝜃 ∈ [−ℎ, 0]. Элемент̂︀𝑢𝑡 далее рассматривается как состояние системы в момент времени 𝑡.

2. Построение функционала по заданной производной

Построим сначала функционал 𝑣0, производная которого имеет вид

𝑑

𝑑𝑡
𝑣0(̂︀𝑢𝑡) = −‖𝑢(·, 𝑡)‖2𝐿2

,

то есть является неположительной квадратичной формой. Явный вид
этого функционала представлен в работе [3].

Далее рассмотрим функционал

𝑣(𝜙) =

∞∫︁
0

𝜔(̂︀𝑢𝑡(𝜙))𝑑𝑡,
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где 𝜔 — квадратичный функционал следующего вида:

𝜔(𝜙) =𝑊0‖𝜙(·, 0)‖2𝐿2
+𝑊1‖𝜙(·,−ℎ)‖2𝐿2

+𝑊2

0∫︁
−ℎ

‖𝜙(·, 𝜃)‖2𝐿2
𝑑𝜃,

где 𝑊0,𝑊1,𝑊2 > 0. В явном виде функционал 𝑣 выражается через 𝑣0
и интегральный член, зависящий от 𝜙.

3. Экспоненциальные оценки решений
Cледующий функционал, в отличие от функционала 𝑣, допускает

строго положительную оценку снизу в случае экспоненциальной устой-
чивости:

̃︀𝑣(𝜙) = 𝑣(𝜙) + 𝜀1||𝜙(·, 0)||2𝐿2
+ 𝜀2

0∫︁
−ℎ

||𝜙(·, 𝑠)||2𝐿2
𝑑𝑠,

где 𝜀1, 𝜀2 > 0. Можно показать, что функционал допускает следующую
двустороннюю оценку:

𝛼1

(︁
‖𝜙(·, 0)‖2 +

0∫︁
−ℎ

‖𝜙(·, 𝜃)‖2𝑑𝜃
)︁
⩽ 𝑣(𝜙) ⩽ 𝛼2

(︁
‖𝜙(·, 0)‖2 +

0∫︁
−ℎ

‖𝜙(·, 𝜃)‖2𝑑𝜃
)︁
,

где 𝛼1, 𝛼2 > 0 и зависят от коэффицентов 𝜀1, 𝜀2,𝑊0,𝑊1,𝑊2 и парамет-
ров исходной системы. Кроме того, производная функционала вдоль
решений краевой задачи удовлетворяет неравенству

𝑑

𝑑𝑡
̃︀𝑣(̂︀𝑢𝑡) ⩽ −𝛽̃︀𝑣(̂︀𝑢𝑡),

где коэффициент 𝛽 > 0 выражается через параметры системы и вы-
бранные 𝜀1, 𝜀2.

Из полученных оценок следует экспоненциальная оценка

||𝑢(·, 𝑡)|| ⩽𝑀𝑒−𝜎𝑡

⎛⎝||𝜙(·, 0)||2𝐿2
+

0∫︁
−ℎ

||𝜙(·, 𝜃)||2𝐿2
𝑑𝜃

⎞⎠1/2

,

где 𝜎 = 𝛽/2, а 𝑀 =
√︀
𝛼2/𝛼1.

Полученная экспоненциальная оценка решения выводится в пред-
положении экспоненциальной устойчивости краевой задачи (1). При
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этом структура функционала ̃︀𝑣 показывает, что в случае существова-
ния неотрицательной нижней оценки для исходного функционала 𝑣,
модифицированный функционал ̃︀𝑣 допускает строго положительную
нижнюю оценку, что влечет экспоненциальную устойчивость системы.

Разработка методов получения строгой нижней оценки функциона-
ла 𝑣 является направлением дальнейших исследований.

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (Проект
№ 23-71-10099), https://rscf.ru/project/23-71-10099/.
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This paper considers a Dirichlet boundary value problem for a parabolic
equation with delay. The goal is to construct a Lyapunov functional that
allows us to investigate the exponential stability of the solution and obtain
an explicit estimate of the decay rate. The paper uses a functional with
the simplest prescribed derivative, after which a modification is introduced
that provides two-sided estimates.
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Рассматривается спутник (ИСЗ), движущийся по кеплеровой кру-
говой полярной орбите. Для трехосной стабилизации ИСЗ применя-
ется электродинамическая система управления (ЭДСУ). Ранее вы-
полненные исследования показали ограниченность возможностей и
трудности реализации ЭДСУ для ИСЗ, движущихся по околопо-
лярным и полярным орбитам. Предлагается модификация ЭДСУ,
позволяющая преодолеть отмеченные трудности.

Ключевые слова: спутник, лоренцев момент, магнитный момент,
трехосная стабилизация, оптимизация, полярная орбита

1. Введение

Для трехосной стабилизации ИСЗ в орбитальной системе коорди-
нат, в том числе в непрямом положении равновесия и в более слож-
ных программных режимах углового движения может применяться
электродинамический метод управления, основанный на одновремен-
ном использовании двух моментов, оказывающих влияние на динамику
вращательного движения ИСЗ в магнитном поле Земли (МПЗ), а имен-
но — лоренцева момента и момента магнитного взаимодействия [1].
Ранее выполненные исследования показали ограниченность возмож-
ностей ЭДСУ для ИСЗ, движущихся по полярным и околополярным
орбитам в силу наличия в этом случае таких областей в околоземном
пространстве, в которых возможно совпадение линий действия вектора
геомагнитной индукции и вектора скорости ИСЗ относительно МПЗ.
Поэтому актуальна рассматриваемая далее задача преодоления отме-
ченных трудностей. Исследование проводится без ограничений на точ-
ность аппроксимации модели МПЗ. Предлагается модификация ЭД-
СУ, основанная, во-первых, на оптимизации управления угловым дви-
жением ИСЗ и, во-вторых, на ограничении максимальной величины
модуля вектора центра заряда относительно центра масс ИСЗ, ко-
торый необходимо создавать в процессе управления. Рекомендован
способ выбора параметров для модифицированной ЭДСУ. Результа-
ты компьютерного моделирования демонстрируют работоспособность
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предложенной модификации ЭДСУ и свидетельствуют о возможности
технической реализации модифицированной ЭДСУ.

2. Основной результат
Концепция построения ЭДСУ опирается на возможность управля-

емого изменения двух ключевых векторных параметров, а именно 𝑃 и
𝐼 для создания управляющих моментов — лоренцева 𝑀⃗𝐿 = 𝑃 ×𝑇 и мо-
мента магнитного взаимодействия 𝑀⃗𝑀 = 𝐼 × 𝐵⃗, обеспечивающих про-
граммное угловое движение ИСЗ [1]. Здесь 𝑃 = 𝑄𝜌⃗0, 𝑄 – заряд ИСЗ, 𝜌⃗0
— pадиус-вектоp центра заряда ИСЗ относительно центра масс ИСЗ,
𝑇 = A⊤(︀𝑣⃗𝐶 × 𝐵⃗)︀, векторы 𝑣⃗𝐶 (скорость центра масс ИСЗ относитель-
но геомагнитного поля) и 𝐵⃗ (вектор магнитной индукции) заданы в
орбитальной системе координат 𝐶𝜉𝜂𝜁, а A — матрица направляющих
косинусов для перехода от главных центральных осей инерции ИСЗ
к осям 𝐶𝜉𝜂𝜁. При заданных параметрах орбиты и выбранной модели
геомагнитного поля 𝑣⃗𝐶 и 𝐵⃗ являются известными функциями времени.

При стабилизации ИСЗ в системе 𝐶𝜉𝜂𝜁 в заданной ориентации
A = A0 управляемые векторы 𝑃 и 𝐼 содержат три компоненты: вос-
станавливающую, диссипативную и компенсирующую

𝑃 = 𝑃𝑟𝑒𝑠𝑡 + 𝑃𝑑𝑖𝑠𝑠 + 𝑃𝑐𝑜𝑚𝑝, 𝐼 = 𝐼𝑟𝑒𝑠𝑡 + 𝐼𝑑𝑖𝑠𝑠 + 𝐼𝑐𝑜𝑚𝑝

для создания одноименных компонент управляющих моментов.
Актуальным является вопрос о практической реализуемости по-

строенного управления. Вопрос о реализуемости управляемого вектора
𝐼 достаточно хорошо изучен. В то же время вопрос о реализуемости
вектора 𝑃 требует особого внимания ввиду наличия конструктивных
ограничений на величины 𝑄 и |𝜌⃗0|. Анализ результатов компьютерно-
го моделирования показывает, что, во-первых, по мере приближения
наклонения орбиты 𝑖 к 90∘ значения |𝜌⃗0| стремительно нарастают и
оказываются недопустимо большими по сравнению с размерами ИСЗ,
и, во-вторых, наибольший вклад в длину вектора 𝜌⃗0 вносит компонен-
та 𝑃𝑟𝑒𝑠𝑡. Поэтому требуется модификация метода, и в первую очередь
она должна быть направлена на ограничение составляющей 𝑃𝑟𝑒𝑠𝑡.

Рассмотрены два варианта модификации ЭДСУ. Первый вариант
направлен на синтез такого управления, при котором вместо вектора
𝑃𝑟𝑒𝑠𝑡 = 𝑄𝑘𝐿𝑇0, где 𝑇0 = A⊤

0 𝑇 , будет создаваться только составляющая
𝑃⊥
𝑟𝑒𝑠𝑡, ортогональная вектору 𝑇 и определяемая по формуле

𝑃⊥
𝑟𝑒𝑠𝑡 = 𝑃𝑟𝑒𝑠𝑡 − 𝑃 ||

𝑟𝑒𝑠𝑡 = 𝑄𝑘𝐿

(︂
𝑇0 −

(︀
𝑇0 · 𝑇

)︀ 𝑇

|𝑇 |2
)︂
.
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Как показывают численные эксперименты, предложенная модифи-
кация позволяет существенно (для околополярных орбит — в среднем
на порядок) уменьшить |𝑃 |. Однако, величина |𝜌0| может достигать
неприемлемо больших значений. Это обстоятельство связано с тем, что
при наклонениях орбиты, близких к 90∘, имеются такие точки на ор-
бите ИСЗ, в которых возможно совпадение линий действия векторов
𝐵⃗ и 𝑣⃗𝐶 . В результате, в этих точках вектор 𝑇 становится близком к
нулевому, а эффективность управляющего момента 𝑀⃗𝐿 резко падает.

Учитывая, что упомянутые падения являются кратковременны-
ми, предлагается модифицировать закон управления таким образом,
чтобы вместо величины |𝑇 | в него входила модифицированная норма

|𝑇 |𝑚𝑜𝑑, вычисляемая по формуле |𝑇 |𝑚𝑜𝑑 =
1

2

(︀
|𝛿 − |𝑇 || + 𝛿 + |𝑇 |

)︀
, где

𝛿 = min
𝑡
(|𝑇 |𝑖=0) ≈ 0.12. Установлено, что предложенная модификация

управления с нормой |𝑇 |𝑚𝑜𝑑 позволяет гарантированно ограничить |𝜌⃗0|
в процессе генерирования управляющего лоренцева момента и тем са-
мым обеспечить реализуемость лоренцева момента для ИСЗ, движу-
щихся, в том числе, по полярным и околополярным орбитам.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда
(Проект № 24-41-02031), https://rscf.ru/project/24-41-02031/.
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A satellite moving in a Keplerian circular polar orbit is considered. An
electrodynamic control system (EDCS) is used for the three-axis attitude
stabilization of the satellite. Previous studies have shown the limited
possibilities and difficulties of implementing EDCS for satellites moving
in circumpolar and polar orbits. A modification of the EDCS is proposed
to overcome these difficulties.
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Задача быстродействия на группе вращений трехмерного
пространства с управлением в полукруге

А. П. Маштаков
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Рассматривается задача быстродействия на группе вращений трех-
мерного пространства. Задача есть вариация субримановой задачи,
в которой множество допустимых управлений (круг) заменено на
полукруг. Такая постановка возникает при управлении моделью мо-
бильного робота на поверхности сферы и имеет приложение в обра-
ботке изображений. Доказана полная управляемость и существова-
ние оптимальных траекторий. Из принципа максимума Понтряги-
на получена гамильтонова система, задающая экстремали. Систе-
ма проинтегрирована в явном виде: найдена параметризация анор-
мальных и нормальных экстремалей. Исследована оптимальность
анормальных и некоторых нормальных экстремалей.

Ключевые слова: Группа вращений, управление в полукруге, задача
быстродействия, экстремали.

1. Введение

Рассмотрим твердое тело в пространстве R3 с ортонормированной
системой координат 𝑂𝑥𝑦𝑧. Ориентация тела определяется вращением
𝑤 ∈ SO(3), под действием которого базисный репер {𝑒𝑥, 𝑒𝑦, 𝑒𝑧} перехо-
дит в репер, прикрепленный к телу: {𝑒𝑏𝑥, 𝑒𝑏𝑦, 𝑒𝑏𝑧} = 𝑤 {𝑒𝑥, 𝑒𝑦, 𝑒𝑧}. Рас-
сматривается задаче о наискорейшей переориентации тела при задан-
ных ограничениях: ось вращения в каждый момент времени лежит в
плоскости, перпендикулярной вектору 𝑒𝑏𝑧; вращение осуществляется с
не более чем единичной угловой скоростью; компонента вращения во-
круг вектора 𝑒𝑏𝑥 неотрицательна.

Задача есть вариация субримановой (СР) задачи на SO(3) [1, 2]. В
СР задаче управление принимает значения в круге. В нашей постанов-
ке управление принадлежит полукругу. Такая постановка востребова-
на в робототехнике и обработке изображений. Исследуемая управляе-
мая система задает модель автомобиля, движущегося по поверхности
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сферы. Автомобиль имеет два параллельных колеса, равноудаленных
от центра масс, который совпадает с серединой оси колесной пары.
Оба колеса имеют независимые приводы, которые могут вращаться
вперед и назад, так что соответствующее качение колес происходит
без проскальзывания. Конфигурация системы описывается тройкой
𝑔 = (𝜑, 𝜓, 𝜃) ∈ 𝑆2 × 𝑆1, где (𝜑, 𝜓) ∈ 𝑆2 — центральная точка, а 𝜃 ∈ 𝑆1

— угол ориентации автомобиля, совпадающий с направлением колес.
Траектории такой системы используются для поиска выделяющихся
кривых на сферических изображениях [3]. Родственная задача быст-
родействия на группе Ли SE(2) исследована в [4].

2. Постановка задачи

Группа вращений трехмерного пространства задается матрицами
SO(3) =

{︁
𝑤 ∈ Mat(3)

⃒⃒
𝑤𝑤𝑇 = Id,det𝑤 = 1

}︁
.

Рассматривается следующая задача быстродействия:

(1) 𝑤̇ = 𝑢1𝑋1(𝑤) + 𝑢2𝑋2(𝑤), 𝑤(0) = Id, 𝑤(𝑡1) = 𝑤1, 𝑡1 → min,

где 𝑋1, 𝑋2 — базисные левоинвариантные векторные поля, а управ-
ление принимает значения из полукруга 𝑈 = {𝑢21 + 𝑢22 ⩽ 1, 𝑢1 ⩾ 0}.
Векторные поля 𝑋1 и 𝑋2 задаются при помощи инфинитезимальных
поворотов 𝐴1 и 𝐴2 вокруг осей 𝑂𝑥 и 𝑂𝑦 соответственно: 𝑋𝑖 = 𝑤𝐴𝑖.

3. Основные результаты

Методами геометрической теории управления исследована полная
управляемость и существование оптимальных траекторий.

Теорема 1. В задаче быстродействия (1) для любого конечного
состояния 𝑤1 ∈ SO(3) существует оптимальная траектория.

Группу SO(3) удобно параметризовать единичными кватернионами

𝑆3 =
{︁
𝑞 = 𝑞0 + 𝑞1i+ 𝑞2j+ 𝑞3k

⃒⃒
𝑞𝑖 ∈ R, 𝑞20 + 𝑞21 + 𝑞22 + 𝑞23 = 1

}︁
.

Сфера 𝑆3 есть двулистное накрытие группы SO(3). Экстремальные
траектории на 𝑆3 проецируются в экстремальные траектории на SO(3).
Для этого используется выражение матрицы вращения через кватер-
нион. При этом пара ±𝑞 соответствует единственной матрице 𝑤.

Принцип максимума Понтрягина дает гамильтонову систему

(2) 𝑞 = 𝑞𝑢, ℎ̇ = ℎ𝑢− 𝑢ℎ, где 𝑢 =
𝑢1
2
i+

𝑢2
2
j, ℎ = ℎ1i+ ℎ2j+ ℎ3k.
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Теорема 2. Анормальное экстремальное управление имеет вид
𝑢1(𝑡) = 0, 𝑢2(𝑡) ∈ [−1, 1] — произвольная функция 𝐿∞([0, 𝑇 ], [−1, 1]).
Анормальные экстремальные траектории имеют вид

𝑞(𝑡) = cos
𝑈(𝑡)

2
+ j sin

𝑈(𝑡)

2
, 𝑈(𝑡) =

𝑡∫︁
0

𝑢2(𝜏)𝑑𝜏.

Аномальные оптимальные траектории имеют вид

𝑞(𝑡) = cos
𝑡

2
+ j sin

𝑡

2
, 𝑡 ⩽ 𝜋.

В нормальном случае экстремальное управление выражается

(︀
𝑢1, 𝑢2

)︀
=

{︃(︀
0, signℎ2

)︀
, при ℎ1 < 0,(︀

ℎ1, ℎ2
)︀
, при ℎ1 ⩾ 0, ℎ21 + ℎ22 > 0.

Сопряженная часть имеет следующие первые интегралы: гамиль-

тониан 𝐻 =

{︃ |ℎ2|, при ℎ1 < 0,√︁
ℎ21 + ℎ22, при ℎ1 ⩾ 0,

и функцию Казимира 𝐸 =

ℎ21+ℎ22+ℎ23. Совместно с интегралом 𝐺 = 𝑞ℎ𝑞−1 они образуют полную
систему. Следовательно, система (2) интегрируема по Лиувиллю.

Найдено явное выражение экстремалей. Траектории движения «ма-
шины на сфере» имеют следующий вид.
Если 𝐸 = 1, то движние с постоянным управлением.
Если 𝐸 > 1, то движение делится на фазы:

• Движение по СР геодезической. Длительность фазы:
𝜋√
𝐸 − 1

.

• Поворот на месте. Длительность полной фазы: 𝜋

Получены условия оптимальности экстремальных траекторий. Бла-
годаря выполнению усиленного условия Лежандра малые дуги нор-
мальных экстремалей оптимальны. В случаях, когда 𝑢1 = 1 или
𝑢2 = ±1, экстремальные траектории являются вращениями вокруг оси
i или j соответственно. Оптимальным является вращение на угол 𝑡 ⩽ 𝜋.

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (Проект
№ 25-21-00681), https://rscf.ru/project/25-21-00681/.
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We consider a time-optimal problem on the group of rotations of three-
dimensional space. The problem is a variation of a sub-Riemannian problem
in which the set of admissible controls (a disk) is replaced by a half-disk.
This formulation arises when controlling a model of a mobile robot on
a sphere and has applications in image processing. We prove complete
controllability and existence of optimal trajectories. We apply Pontryagin
maximum principle and derive a Hamiltonian system for extremals. We
integrate this system explicitly and provide parameterization of abnormal
and normal extremals. Finaly, we study optimality of abnormal and some
normal extremals.
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Планируется, что в докладе сначала будет кратко описано направ-
ление по математическому моделированию оптимального управ-
ления для квантовых систем, а затем кратко описаны некоторые
недавние результаты автора по задачам получения двухкубитных
вентилей на динамике, определяемой уравнением Шредингера с
управлениями.

Ключевые слова: конечномерное уравнение Шредингера, управле-
ние, квантовые вентили, оптимизация

1. Введение

Математическое моделирование управления квантовыми система-
ми является важным научным направлением, использующим резуль-
таты из математики, физики, в т.ч. через адаптацию таких резуль-
татов из математической теории конечномерной и бесконечномерной
оптимизации, как, напр., принцип максимума Понтрягина, градиент-
ные методы оптимизации. В связи с теорией по обработке квантовой
информации, квантовым вычислениям, квантовой мехатроникой отме-
чаем направление по исследованию математических задач получения
квантовых вентилей на унитарной или диссипативной квантовой ди-
намике, зависящей от управлений, напр., в [1–5], причем важно здесь
отметить разные аспекты, напр., геодезический подход ([5] и др.).

Планируется основную часть доклада посвятить некоторым недав-
ним результатам автора в связи с разрабатываемой им статьей по ана-
литическому и численному исследованию задач оптимизации управ-
лений по получению двухкубитных вентилей на решениях уравне-
ния Шредингера с 4 уровнями (т.е. без дополнительных уровней).

2. Задачи получения квантовых вентилей на решениях
уравнения Шредингера. Исследование задач

Рассматривается начальная задача для 𝑁 -уровневого уравнения
Шредингера с гамильтонианом, содержащим управление:

(1)
𝑑𝑈 𝑐(𝑡)

𝑑𝑡
= −𝑖

(︁
𝐻0(𝑝)+

∑︁𝑁𝑢

𝑙=1
𝑉𝑙𝑢𝑙(𝑡)

)︁
𝑈 𝑐(𝑡), 𝑈 𝑐(0) = 𝐼𝑁 , 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ].
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Здесь 𝐻0(𝑝), 𝑉1, ..., 𝑉𝑁𝑢
— эрмитовы матрицы порядка 𝑁 , 𝑈 𝑐(𝑡) — для

каждого 𝑡 это унитарная матрица порядка 𝑁 , 𝑢 = (𝑢𝑙)
𝑁𝑢

𝑙=1 — веще-
ственная векторная управляющая функция (физически означает коге-
рентное управление), 𝑝 ∈ 𝑃 ⊂ R𝑝 — вектор заданных / управляющих
параметров, постоянная Планка условно взята равной 1. Буква «c» при
𝑈 означает, напр., (𝑇, 𝑢). Как в [3, разд. 2], наложено ограничение

𝑢(𝑡) ∈ 𝑄𝑢(𝑡) =
𝑁𝑢×
𝑙=1

[−𝑏𝑙(𝑡), 𝑏𝑙(𝑡)], 𝑏𝑙 = 𝑏𝑙 sinc
(︁
2𝑞𝜋
(︁ 𝑡
𝑇
− 1

2

)︁𝑞)︁
, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ],

где 𝑏𝑙 > 0, 𝑞 ∈ [3, 8] ⊂ N, что дает 𝑢(0) = 𝑢(𝑇 ) = 0. Для заданно-
го вентиля 𝑊 ∈ 𝑈(𝑁) рассматриваются следующие инвариантные к
глобальной фазе известные невязки для сравнения унитарных матриц
(причем интересно сравнить невязки между собой с алгебраической,
геометрической и др. точек зрения, также в смысле диапазонов чув-
ствительности невязок):

1) 𝐸abs(𝑈 ;𝑊 ) = 1− 1

𝑁2 |⟨𝑊,𝑈⟩𝐹 |
2 = 1− 1

𝑁2 |Tr(𝑊
†𝑈)|2 ∈ [0, 1];

2) 𝐸ln(𝑈 ;𝑊 ) =
1√
𝑁𝜋

⃦⃦
Ln
(︀
proj𝑆𝑈(𝑁)(𝑊

†𝑈)
)︀⃦⃦
𝐹
∈ [0, 1] (негладкая);

3) 𝐸diam(𝑈 ;𝑊 ) =
1

2
diam(spec(𝑊 †𝑈)) ∈ [0, 1] (негладкая).

Здесь можно рассматривать разнообразные задачи оптимизации.
Задача 1. Пусть 𝑇, 𝑝 заданы, надо минимизировать целевой функ-

ционал 𝐽(𝑢) = 𝐸abs(𝑈
𝑢(𝑇 );𝑊 ), считаем 𝑢 кусочно-непрерывным; при

необходимости меняем 𝑇 , ориентируясь на цель сделать 𝐽 ≈ 0.
Задача 2. Пусть 𝑢 = 0, а (𝑇, 𝑝) — вектор управляющих параметров,

надо минимизировать целевую функцию 𝑓(𝑇, 𝑝) = 𝐸abs(𝑈
𝑇,𝑝(𝑇 );𝑊 ).

Задача 3. Пусть 𝑝 задан, 𝑢 кусочно-постоянное. Целевая функция
неотрицательная, является линейной сверткой срезок для 𝐸abs, 𝐸ln,
𝐸diam, т.е. 𝐸abs,𝛿 = max

(︀
𝐸abs(𝑈

𝑇,𝑢(𝑇 );𝑊 ) − 𝛿𝐸abs
, 0
)︀

и т.д., и, скажем,
регуляризатора TVH𝛿TVH

= max
(︀∑︀

𝑙,𝑗 Huber𝛿TVH,1

(︀
𝑢𝑙(𝑡𝑗), 𝑢𝑙(𝑡𝑗+1)

)︀
−

𝛿TVH,2, 0) (с функцией Хубера). Надо оптимизировать (𝑇, 𝑢).
Рассматривается двухкубитный случай (𝑁 = 4), взяты гамильто-

нианы (25), (27) из [1] и (6.16) из [2], зависящие от управлений и суще-
ственно разные физически (планируется эти различия описать). Ав-
тором рассматривается набор из 29 известных непараметризованных
двухкубитных вентилей, который разделяется на 11 классов локальной
эквивалентности (в терминах разложения Картана, камеры Вейля), а
также некоторые известные параметризованные двухкубитные венти-
ли. Для задачи 1 автором показано аналитически, при каких условиях
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𝑢 = 0 является особым, удовлетворяет поточечному условию принци-
па максимума Понтрягина (используя известные [3, разд. 2] формулы
для функционального градиента, сопряженной системы), и др. Для
задачи 2 автором получены точные явные формулы для наборов пар
(𝑇, 𝑝) такие, что с одним из рассматриваемых гамильтонианов полу-
чается, что точно 𝐸(𝑈𝑇,𝑝(𝑇 );𝑊 ) = 0 для определенных параметри-
зованных двухкубитных вентилей. Для задачи 3 автором развивается
подход с кусочно-постоянными управлениями, программированием на
Python, таким применением scipy.optimize.dual_annealing, что ме-
тод обобщенной имитации отжига (Generalized Simulated Annealing),
будучи методом нулевого порядка для стохастического глобального по-
иска, объединяется, как вариант, с методом COBYLA Пауэлла (есть в
SciPy), т.е. с локальным методом нулевого порядка, использующим ли-
нейные аппроксимации и т.д. При кусочно-постоянном 𝑢, как известно,
решения задачи (1) представляются по точной формуле в виде произ-
ведения матричных экспонент; для последних используется аппрокси-
мация Паде через expm из SciPy. Планируется дать комментарии по
настройке параметров целевой функции и методов, по анализу влия-
ния отклонений от итоговых управлений.
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Two-Qubit Gates on Unitary Dynamics
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It is planned that the talk will first briefly describe the direction
of mathematical modeling of optimal control for quantum systems, and
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then briefly describe the author’s some recent results for the problems
of obtaining two-qubit gates on dynamics determined by the Schrödinger
equation with controls.

УДК 517.911.5

Критерии устойчивости периодических разностных
включений

М. В. Морозов
ИПУ РАН, Москва, Россия

granmiguel@mail.ru

Рассматриваются периодические селекторно-линейные разностные
включения. Построены функции Ляпунова из параметрического
класса однородных форм четной степени. Эти функции устанавли-
вают необходимые и достаточные условия асимптотической устой-
чивости и могут быть использованы при разработке численных ме-
тодов исследования устойчивости систем, эквивалентных рассмат-
риваемым разностным включениям. С использованием кусочно-
линейных функций Ляпунова получен алгебраический критерий
асимптотической устойчивости.

Ключевые слова: периодические селекторно-линейные разностные
включения, асимптотическая устойчивость, функции Ляпунова, ал-
гебраический критерий асимптотической устойчивости.

1. Введение
Исследование дискретных систем управления в ряде случаев приво-

дит к разностным включениям. В [1] дан краткий обзор публикаций на
эту тему, для периодических разностных включений на основе вариа-
ционного подхода получено необходимое и достаточное условие асимп-
тотической устойчивости в виде некоторого предельного соотношения.
В [2] для периодических селекторно-линейных разностных включений
выделены параметрические классы кусочно-квадратичных и кусочно-
линейных функций Ляпунова, получены необходимые и достаточные
условия асимптотической устойчивости. Данная работа является про-
должением [1,2] и посвящена получению новых критериев асимптоти-
ческой устойчивости периодических селекторно-линейных разностных
включений на основе метода функций Ляпунова.
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2. Основные результаты

Рассмотрим периодическое селекторно-линейное разностное вклю-
чение вида

(1) 𝑥(𝑠+ 1) ∈ 𝐹 (𝑠, 𝑥(𝑠)), 𝐹 (𝑠, 𝑥) = {𝑦 : 𝑦 = 𝐵(𝑠)𝑥, 𝐵(𝑠) ∈ Ω(𝑠)} ,

где Ω(𝑠), 𝑠 = 0, 1, ... — выпуклое компактное множество действитель-
ных (𝑛× 𝑛) матриц. Ω(𝑠+𝑁) = Ω(𝑠), 𝑁 — натуральное число. Будем
называть решением 𝑥(𝑠) включения (1) последовательность векторов
{𝑥(𝑠)}, удовлетворяющую при всех 𝑠 = 1, 2, ... включению (1). Последо-
вательность {𝑥(𝑠)} : 𝑥(𝑠) = 0 является положением равновесия 𝑥(𝑠) ≡ 0
включения (1). Для включения (1) в [1] была доказана эквивалентность
свойств асимптотической устойчивости, равномерной асимптотической
устойчивости, равномерной экспоненциальной устойчивости. Учиты-
вая это, везде далее будем говорить об асимптотической устойчивости
включения (1).

В [2] для включения (1) рассматривались параметрические классы
кусочно-квадратичных

(2) 𝑉𝑀 (𝑠, 𝑥) = max
1⩽𝑗⩽𝑀

⟨
𝑙𝑗(𝑠), 𝑥

⟩2
, 𝑙𝑗(𝑠+𝑁) = 𝑙𝑗(𝑠)

и кусочно-линейных

(3) 𝑉𝑀 (𝑠, 𝑥) = max
1⩽𝑗⩽𝑀

|
⟨
𝑙𝑗(𝑠), 𝑥

⟩
|, 𝑙𝑗(𝑠+𝑁) = 𝑙𝑗(𝑠)

функций Ляпунова, устанавливающих необходимые и достаточные
условия асимптотической устойчивости включения (1). В [2] было до-
казано, что для асимптотической устойчивости включения (1) необхо-
димо и достаточно, чтобы при некотором целом 𝑀 ⩽ 𝑛 существовала
периодическая по 𝑠 (периода 𝑁), функция Ляпунова 𝑉𝑀 (𝑠, 𝑥) вида (2)
или (3), удовлетворяющая условию

(4) rank𝐿(𝑠) = 𝑛 ⩽𝑀, 𝐿(𝑠) =
(︁
𝑙1(𝑠), ..., 𝑙𝑀 (𝑠)

)︁
,

и неравенству

(5) max
𝑦∈𝐹 (𝑠,𝑡)

𝑉𝑀 (𝑠, 𝑦) ⩽ 𝜃𝑉𝑀 (𝑠, 𝑥), 𝑥 ∈ 𝑅𝑛,

при всех 𝑥 ∈ 𝑅𝑛, 𝑠 ⩾ 0 и некотором 𝜃 (0 < 𝜃 < 1).
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Рассмотрим периодические по 𝑠 функции Ляпунова из класса од-
нородных форм степени 2𝑟 (2𝑟 — число):

(6) 𝑉𝑀,𝑟(𝑠, 𝑥) =

𝑀∑︁
𝑗=1

⟨
𝑙𝑗(𝑠), 𝑥

⟩2𝑟
, 𝑙𝑗(𝑠+𝑁) = 𝑙𝑗(𝑠), 𝑠 = 1, 2, . . .

Условием положительной определенности функции (6), как и для
функций (2), (3), является условие (4). При выполнении этого условия
функция 𝑉𝑀,𝑟(𝑠, 𝑥) будет строго выпуклой по 𝑥 ∈ 𝑅𝑛 при всяком 𝑠 ⩾ 0.

Теорема 1. Для асимптотической устойчивости включения (1)
необходимо и достаточно, чтобы существовала периодическая по 𝑠
(с периодом 𝑁) функция Ляпунова 𝑉𝑀,𝑟(𝑠, 𝑥) вида (6), для которой
при некотором целом 𝑟 ⩾ 1 выполнено неравенство (5), а векторы
𝑙𝑗(𝑠) (𝑙𝑗(𝑠 + 𝑁) = 𝑙𝑗(𝑠)), 𝑗 = 1,𝑀 при всех 𝑠 ⩾ 0 удовлетворяют
условию (4).

С помощью функций Ляпунова (3) получен критерий асимптоти-
ческой устойчивости включения (1) в алгебраической форме.

Теорема 2. Для асимптотической устойчивости включения (1)
необходимо и достаточно, чтобы были выполнены условия:

1. При некотором натуральном 𝑝 ⩾ 1 нашлись такие периодиче-
ские (𝑛 × 𝑛)-матрицы 𝐵𝑖(𝑠) (𝐵𝑖(𝑠 + 𝑁) = 𝐵𝑖(𝑠), 𝑖 = 1, 𝑝), удовлетво-
ряющие условию 𝐵(𝑠) ∈ co(𝐵1(𝑠), ..., 𝐵𝑝(𝑠)), 𝑠 = 0, 1, ...

2. Нашлись число 𝑀 , периодическая (𝑛 ×𝑀)-матрица 𝐿(𝑠) ранга
𝑛 (𝐿(𝑠+𝑁) = 𝐿(𝑠)) и периодические (𝑀 ×𝑀) матрицы 𝐷𝑖(𝑠), 𝑖 = 1, 𝑝
(𝐷𝑖(𝑠 + 𝑁) = 𝐷𝑖(𝑠)), удовлетворяющие условиям ‖𝐷𝑖(𝑠)‖∞ < 1, 𝑖 =
1, 𝑝, 𝑠 = 0, 1, ..., что выполняются матричные соотношения

(7) 𝐵′
𝑖(𝑠)𝐿(𝑠+ 1) = 𝐿(𝑠)𝐷′

𝑖(𝑠), 𝑖 = 1, 𝑝, 𝑠 = 0, 1, ...
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Stability Criteria for Periodic Difference Inclusions

M. V. Morozov
Institute of Control Sciences RAS, Moscow, Russia

granmiguel@mail.ru

Periodic selector-linear difference inclusions are considered. Lyapunov
functions from a class of homogeneous forms are constructed. These
functions establish necessary and sufficient conditions of asymptotic
stability and can be used in the development of numerical methods for
investigating the stability of the systems equivalent to the considered
difference inclusions. Using piecewise linear Lyapunov functions, an
algebraic criterion of stability is obtained. An example of a mechanical
system leading to periodic selector-linear difference inclusion is considered.
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Анализ циклов в системе 3-го порядка с разрывной правой
частью и двумя вложенными сатураторами

Ю. В. Морозов
Институт проблем управления им. В.А. Трапезникова РАН, Москва, Россия

tot1983@ipu.ru

В работе аналитически найдены скрытые, аттракторы возникаю-
щие в системе 3-го порядка с разрывной правой частью, когда по-
верхность переключения определяется двумя вложенными функ-
циями насыщения типа sat. Приведены численные примеры, иллю-
стрирующие корректность полученных результатов. Указаны отли-
чия скрытых аттракторов от скрытых колебаний, возникающих в
аналогичной системе с разрывной правой частью, но имеющей бо-
лее простую структуру.

Ключевые слова: разрывная правая часть, скрытые колебания,
скрытые аттракторы, неустойчивый цикл
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1. Введение

Рассмотрим нелинейную систему 3-го порядка 𝑥 = [𝑥1, 𝑥2, 𝑥3]
𝑇 ∈ 𝑅3

с разрывной правой частью вида

(1) 𝑥̇1 = 𝑥2, 𝑥̇2 = 𝑥3, 𝑥̇3 = −sign
(︁
𝑥3 + sat

(︁
𝑛𝛼
(︁
𝑥2 + sat

(︁𝛼
𝑛
𝑥1

)︁)︁)︁)︁
,

где функция sign(𝑥) = 𝑥/|𝑥|, 𝑥 ̸= 0 и sign(𝑥) ∈ [−1, 1] многозначная
функция при 𝑥 = 0, а решение системы (1) понимается в смысле Фи-
липпова [1]; sat = 𝑥 при |𝑥| ⩽ 1 и sign(𝑥) при |𝑥| > 1.

Пусть параметры 𝛼, 𝑛 системы (1) удовлетворяют неравенствам

(2) 0 < 𝛼, 0 < 𝑛,

тогда из численного моделирования следует, что в системе при раз-
ных значениях параметров 𝛼, 𝑛 могут возникать, скрытые колебания,
скрытые аттракторы и неустойчивые циклы.

Определение 1. [2] Аттрактор называется скрытым, если область
его притяжения не соприкасается с неустойчивыми состояниями рав-
новесия, в противном случае аттрактор называется самовозбуждаю-
щимся.

Определение 2. Устойчивый, полуустойчивый или частично
устойчивый цикл называется скрытым (скрытое колебание), если он
и область его притяжения не соприкасается с неустойчивыми состоя-
ниями равновесия.

Отличие в определениях заключается в том, что скрытое колеба-
ние состоит из одной траектории, тогда как скрытый аттрактор пред-
ставляет собой множество, которое, вообще говоря, может состоять из
бесконечного числа траекторий системы.

Задача 1. Необходимо для набора параметров 𝑛, 𝛼 из множества
(2) указать значения, при которых в системе (1) существуют колеба-
ния, а также провести их классификацию.

2. Основной результат
Для системы (1) метод поиска скрытых колебаний, предложенный

в [2], не применим, т.к. система не сводится к системе Лурье, а общий
метод поиска циклов описанный в для негладких систем приводит к
нелинейным алгебраическим системам. Поэтому для поиска циклов бу-
дем использовать алгоритм, предложенный в [3].

Пусть цикл удовлетворяет предположениям [4] (i) цикл — гладкая
кривая на плоскости (𝑥1, 𝑥2); (ii) цикл — симметричен относительно
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поверхности переключения; (iii) полуцикл — состоит только из одного
сегмента; (iv) цикл целиком лежит в слое в фазовом пространстве Π3 =
{(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) : |𝑥3| < 1}, тогда справедливо утверждение

Лемма 1. Пусть параметры 𝛼, 𝑛 удовлетворяют условию,
√
3 <

𝛼, тогда в системе (1) есть неустойчивый цикл с параметрами 𝑥01 =

−
√
3

𝛼
3 , 𝑥

0
2 = 0, 𝑥03 =

√
3
𝛼 ; Θ = 2𝑥03, траектория которого состоит из 2-х

симметричных относительно нуля сегментов кривых при 𝜃 ∈ [0,Θ]

𝑥3(𝜃) = −𝜃+ 𝑥03, 𝑥2(𝜃) = − 𝜃
2

2 + 𝑥03𝜃+ 𝑥02, 𝑥1(𝜃) = − 𝜃
3

6 + 𝑥03
𝜃
2

2 + 𝑥02𝜃+ 𝑥01.

Утверждение 1. Возникновение неустойчивого цикла в систе-
ме вида (1) не зависит от типа монотонной функции, реализующей
ограничение переменной 𝑥1 внутри функции sat.

Для отыскания другого типа циклов сделаем другие предположе-
ния, связанные со структурой поверхности разрыва, на которой воз-
можен устойчивый скользящий режим. Полуцикл будем искать как
2-сегментную кривую с гладкой проекцией на плоскость (𝑥1, 𝑥2), удо-
влетворяющую условиям [4]: (v) на первом сегменте 𝑥̇3 = −1 и 𝑥03 = 1;
(vi) на втором сегменте 𝑥̇3 = 0 и 𝑥3(Θ) = −1, где Θ = Θ1 + Θ2 —
полупериод.

Теорема 1. Пусть значения параметров 𝛼, 𝑛 удовлетворяют
условиям

√
3 ⩽ 𝛼 < 3/4(𝑛2 + 1)/𝑛,

√
3 < 𝑛, тогда в системе (1)

есть частично-устойчивое скрытое колебание c параметрами 𝑥01 =
3−𝑛𝛼

3𝛼(𝑛−𝛼) , 𝑥
0
2 = 𝛼

2−3
3𝛼(𝑛−𝛼) , 𝑥

0
3 = 1. Оно состоит из 2-х сегментов: пер-

вый сегмент 𝑥13(𝜃1) = −𝜃1 + 1, 𝑥12(𝜃1) = − 𝜃
2
1

2 + 𝜃1 + 𝑥02, 𝑥
1
1(𝜃1) =

− 𝜃
3
1

6 + 𝜃
2
1

2 + 𝑥02𝜃1 + 𝑥01, где 𝜃1 ∈ [0,Θ1], Θ1 = 2; второй сегмент

𝑥23(𝜃2) = −1, 𝑥22(𝜃2) = −𝜃2 + 𝑥12(Θ1), 𝑥
2
1 = − 𝜃

2
2

2 + 𝑥12(Θ1)𝜃2 + 𝑥11(Θ1),
где 𝜃2 ∈ [0,Θ2], Θ2 = 2𝑥02.

Если значения параметров 𝛼, 𝑛 удовлетворяют условиям 3/4(𝑛2+
1)/𝑛 ⩽ 𝛼, 1/

√
3 < 𝑛 в системе образуется скрытый аттрактор в ви-

де частично-устойчивого цилиндра, с центральным циклом, который
описывается теми же сегментами 𝑥𝑗𝑖 (𝜃𝑗), 𝑗 = 1, 2, 𝑖 = 1, 2, 3, но опре-
деляется параметрами 𝑥01 = −(4/3 − 1/𝑛𝛼), 𝑥02 = (1 − 1/𝑛𝛼), 𝑥03 = 1.
При этом высота цилиндра ∆ = [−4/3+𝑛/𝛼, 4/3−𝑛/𝛼], а его образу-
ющие параллельны оси 𝑥1 в фазовом пространстве.
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Analysis of Cycles in a 3rd Order System With a Discontinuous
Right-Hand Side and Two Nested Saturators.

Yu. V. Morozov
Institute of Control Sciences, Moscow, Russia
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The paper analytically identifies hidden attractors arising in a third-
order system with a discontinuous right-hand side, where the switching
surface is defined by two nested sat-type saturation functions. Numerical
examples illustrating the validity of the results are provided. Differences
between these hidden attractors and hidden oscillations occurring in a
similar discontinuous system with a simpler structure are highlighted.
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УДК 629.78

Особенности управления движением малых спутников в
околоземных и межпланетных миссиях

М.Ю. Овчинников
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В докладе дается исторический экскурс появления и развития ма-
лых аппаратов с упором на эволюцию методов и подходов, применя-
емых для обеспечения углового и поступательного (орбитального)
движения как околоземных одиночных, так и аппаратов, движу-
щихся в группе, включая аппараты, предназначенные для межпла-
нетных миссий. Рассматриваются особенности управления движе-
нием малых космических аппаратов с учетом ограниченности ре-
сурса управления на всех этапах их развития.

Ключевые слова: малый космический аппарат, управление угловым
и орбитальным движением, исторический экскурс

Появление малых спутников повлекло, если не коренное, то принци-
пиальное изменение в подходах к управлению движением космических
аппаратов — то, что было традиционно применимо к большим аппа-
ратам, становится плохо применимым или совсем неприменимым для
малых, и наоборот — малые аппараты могут себе позволить управ-
ляться не так, как большие. А из-за того, что фантазий и смелости
разработчикам малых космических аппаратов (МКА) не занимать при
конструировании миссий, то приходится применять весь арсенал воз-
можностей, порой даже для непосвященного специалиста, экзотиче-
ских.

С 60-х годов запускались небольшие радиолюбительские, студенче-
ские, научные и технологические спутники. Что же произошло в 90-х
годах? Эволюционное изменения — это прогресс в электронике и мате-
риаловедении, позволившие миниатюризировать бортовые электрони-
ку и компьютеры, средства связи. Перестройка привела к куда более
резких изменениям — проникновению на рынок недорогих конверси-
онных носителей, переделанных из боевых ракет, возможность попут-
ного запуска на больших ракетах стимулировали снижение массы ап-
паратов. Резкое сокращение финансирования космической отрасли по-
требовало снижение затрат на разработку, испытания и изготовление
спутников. Снизилась востребованность отраслью в прежнем объеме
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молодых кадров. Все это слилось воедино и потребовалось решение.
Появилась странная и противоречивая, на первый взгляд, парадигма
— Cheaper, Faster, Better. Но оказалось, что можно минимизировать
функционал, составленный как сумма этих критериев, тогда задача
имеет смысл. Главное, малые спутники — это уже отдельный класс
космических аппаратов со своими особенностями. Не просто малые
по размерам и массе аппараты, что является относительным, а новые
изделия, разрабатываемые по своим особым правилам — это эконо-
мичные спутники, в разработке и управлении которыми используют-
ся нетрадиционные, зачастую рискованные подходы, направленные на
обеспечение определенной ценности для заказчика при низких затра-
тах и в кратчайшие сроки организации миссии. Илон Маск пошел этим
путем. Он использует фактически элементную базу смартфонов, что
привело при их массовом производстве к резкому удешевлению спут-
ников. Быстрый выход их из строя привел к необходимости запуска
большого количества МКА и, как следствие, к потребности в тяжелой
ракете. Отсюда появилась экономическая целесообразность создания
многоразовой ракеты.

Проследим историю становления и развития малых спутников.
1990–2000 гг. — это время отдельных экспериментальных, нащупы-
вающих свое место в мире космоса аппаратов. Разработчики само-
стоятельно изготавливают компоненты спутников, адаптируют их из
других областей — происходит масштабирование больших аппаратов.
Ориентация обеспечивается пассивными методами, об управлении ор-
битальным движением речи пока не идет. Девиз миссий — «А вдруг
получится!». На этом этапе появилась условная, но полезная градация
МКА, введенная Arianespace

наименование mini small micro nano pico
масса, кг 1000-500 500-100 100-10 10-1 1-0

Появление кубсатов (Cubesat) в 1999 году радикально изменило
космическую индустрию, сделав доступ к космосу дешевым для уни-
верситетов и небольших компаний. Кубсаты внесли свою лепту в клас-
сификацию, исходя из единицы измерения — 1U (размером 10х10х10 см
и массой около 1 кг). Идеология конструкции кубсатов, когда каждый
юнит является подсистемой со стандартным интерфейсом, привела к
возможности создавать МКА, собирая их как домики из кубиков. Это
породило иную классификацию малых аппаратов, скомпонованных из
отдельных юнитов, — 1U, 3U, 6U, 12U, 16U, 24U, 27U.
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Следующая декада 2000–2010 гг. характеризуется появлением рын-
ка комплектующих и даже поставщиков спутников «под заказ». Фор-
мируется рынок услуг по их выводу на орбиту. Cтали внедряться более
точные активные магнитные и маховичные системы ориентации. По-
явилась коммерческая полезная нагрузка в виде камер и телескопов.
Девиз поменядся на более оптимистичный — «У нас получилось!».

Декада 2010–2020 гг. знаменуется использованием пассивных ме-
тодов баллистики и появлением миниатюрных двигателей, позволяю-
щих обеспечить маневрирование и удержание аппаратов на орбите. Это
привело к реализации многоспутниковых систем типа Constellation, ко-
гда аппараты разводятся по орбите, образуя сети для решения задач
навигации, связи, дистанционного зондирования Земли с индивиду-
альным управлением и типа Formation Flying, когда аппараты летят
в непосредственной близости друг от друга, решая совместную зада-
чу по принципу распределенной системы, обычно с централизованным
управлением. Те и другие требуют управления относительным положе-
нием, ибо гравитационное поле Земли быстро разрушает изначально
выстроенную конфигурацию. Движители, как активные на реактив-
ных двигателях, так и использующие эффекты сопротивления атмо-
сферы, позволяют поддерживать заданные пространственные конфи-
гурации. Возникают интересные динамические задачи по управлению
относительным движением. Появляются рои (Swarm), где каждый ап-
парат управляется самостоятельно.

В текущей декаде 2020–2030 гг. появляются сложные с точки зрения
баллистики миссии — одиночные к Луне, астероидам, другим плане-
там Солнечной системы на базе МКА. Потребовалось внедрения изощ-
ренных математических методов, позволяющих с использованием ма-
ломощных двигателей, не способных конкурировать по создаваемому
ускорению с ускорениями от небесных тел и Солнца, решать постав-
ленные задачи. Подавляющее большинство запущенных межпланет-
ных МКА предназначены для исследования астероидов. Астероиды
обладают малой массой и поэтому не требуют торможения при сбли-
жении с ними. Межпланетный же перелет требует выхода на границу
грависферы планеты-цели с отрицательной кеплеровой энергией для
обеспечения баллистического захвата аппарата ее гравитационным по-
лем. Далее, требуется весьма кропотливое снижение орбиты в поле
притяжения. Для перелета к Луне можно использовать обходную тра-
екторию — сильно вытянутую в сторону Солнца (или в противопо-
ложную сторону от Солнца) орбиту с апогеем высотой около полутора
миллионов км. Слабое, но постоянно действующее притяжение Солнца
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способно изменить наклонение орбиты, поднять ее перигей до орбиты
Луны, развести аппараты по долготе восходящего угла окололунных
орбит при их одновременном запуске. Гибридная схема доставки МКА
к Луне и планетам земной группы — попутный вывод МКА на около-
земную орбиту с основным аппаратом, отлет на межпланетную орбиту
на резерве топлива разгонного блока и дальнейший полет с электро-
реактивным двигателем — позволит дешевле и чаще реализовывать
межпланетные миссии.

Ожидается, что в 2030–2040 гг. наступит освоение межпланетного
пространства и Луны группировками МКА. Для освоения Луны как
первой цели инопланетной экспансии потребуются системы глобальной
навигации, связи, наблюдения, поэтому появление группировок неиз-
бежно. Использование МКА для исследования Венеры и Марса позво-
лит наряду с проведением исследований по традиционным научным
направлениям выполнить высокорискованные миссии с критически
низкими перицентрами, либо требующие быстрого цикла разработка-
перелет. Будут сделаны попытки выхода в межзвездное пространство
по типу полета в фокус гравитационной линзы Солнца, начинающегося
на расстоянии 547 а.е. и простирающегося до 1000 а.е.

Интенсивное использование МКА нашими ближайшими коллега-
ми–конкурентами на мировой арене, решительные шаги в активиза-
ции этого направления Минобрнауки, Роскосмосом, инициативы фон-
дов дают надежду, что и в России это будет успешно развиваться.

Работа поддержана грантом Российского научного фонда (Проект № 24-11-
00038), https://rscf.ru/project/24-11-00038/.

Features of Motion Control of Small Satellites in Near-Earth
and Interplanetary Missions

M. Yu. Ovchinnikov
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The paper presents historical aspects of the generation and development
of small spacecraft focusing on the evolution of methods and approaches
used to construct angular and translational (orbital) motion for both single
near-Earth spacecraft and spacecraft moving in groups including spacecraft
designed for interplanetary missions. It examines the specifics of small
spacecraft motion control taking into account the limited control resources
at all stages of their evolution.
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В работе приведены основные результаты рассматриваемого ал-
гебраического метода для линейных интервальных систем в дис-
кретном времени. Получен дискретный аналог теоремы Харитоно-
ва. Сформулирован алгоритм определения робастной устойчивости
дискретных интервальных динамических систем.

Ключевые слова: интервальная динамическая система, алгебраиче-
ское направление робастной устойчивости, угловые полиномы Ха-
ритонова, интервальная матрица, сепаратные угловые коэффици-
енты, дискретный аналог теоремы Харитонова, точка и интервал
перемежаемости

1. Введение

В развитии современной теории управления наблюдается повышен-
ный интерес к проблемам робастности и грубости систем [1,2]. Тот
интерес, к которому привлекают проблемы робастности и грубости в
различных областях науки и техники, да и не только в теории управле-
ния, но и в экологии, синергетике и т.д., связан с тем, что эти понятия
относятся к важнейшим свойствам систем, рассматриваемых при их
реальном функционировании.

Что касается непосредственно систем управления, то в настоящее
время наиболее рассмотрены и решены вопросы робастной устойчи-
вости. Решение этих вопросов прежде всего связано с основополага-
ющими результатами В.Л. Харитонова, в которых решены вопросы
робастной устойчивости для интервальных полиномов [3].

В современной теории интервальных динамических систем суще-
ствуют два альтернативных направления [1-4]: алгебраическое или
Харитоновское направление и частотное или направление Цыпкина–

265



Поляка.
В настоящей работе рассматривается алгебраический метод иссле-

дования робастности дискретных интервальных динамических систем,
основы которой заложены в работе [5].

2. Постановка задачи

Рассматривается линейная дискретная динамическая система по-
рядка 𝑛

(1) 𝑥 (𝑚+ 1) = 𝐴𝑥 (𝑚) 𝑚 = 1, 2, 3, ...,

где 𝑥(𝑚) — вектор состояния, 𝐴 ∈ 𝑅𝑛×𝑛 — интервальная матрица с
элементами 𝑎𝑖𝑗 , 𝑖, 𝑗 = 1, 𝑛, представляющими интервальные величи-
ны 𝑎𝑖𝑗 ∈ [𝑎𝑖𝑗 , 𝑎𝑖𝑗 ], с угловыми значениями 𝑎𝑖𝑗 , 𝑎𝑖𝑗 , 𝑎𝑖𝑗 ⩽ 𝑎𝑖𝑗 Требуется
определить условия робастной устойчивости системы (1).

3. Основные результаты

Как известно, публикация работы [3] дала импульс для поиска
многими исследователями дискретных аналогов теорем Харитонова
[1,2,5,6]. Так в работе [1] указано, что аналоги «слабой» и «сильной»
теорем Харитонова имеют определенные ограничения, накладываемые
на интервальные области коэффициентов. Эти ограничения были сня-
ты в работах [5,6] , где получены аналоги теорем Харитонова с ис-
пользованием теоремы Шура. Далее, рассматривается обобщение ре-
зультатов, полученных в работе [5], с учетом уточняющих выводов
для непрерывных систем [4] . Для дискретных систем, используя 𝑧-
преобразование, получаем интервальный характеристический полином

(2) 𝑓(𝑧) = det(𝑧𝐼 −𝐴) =
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑏𝑖𝑧
𝑛−𝑖, 𝑏𝑖 ∈ [𝑏𝑖, 𝑏𝑖], 𝑏𝑖 ⩽ 𝑏𝑖.

Для определения условий устойчивости воспользуемся теоремой
Шура, т.е. условиями вида |𝑏0| > |𝑏𝑛| для последовательности поли-
номов, определяемых рекуррентными соотношениями

𝑓𝑖(𝑧) =

[︀
𝑏0𝑓(𝑧)− 𝑏𝑛𝑓

(︀
1
𝑧

)︀
𝑧𝑛
]︀

𝑧
, . . . , 𝑓𝑖+1(𝑧) =

[︁
𝑏0,𝑖𝑓𝑖(𝑧)− 𝑏𝑛,𝑖𝑓𝑖

(︀
1
𝑧

)︀
𝑧𝑛−1

]︁
𝑧

,

где 𝑏0,𝑖, 𝑏𝑛,𝑖 — соответственно старший и младший коэффициенты 𝑖-го
(𝑖 = 1, 𝑛− 2) полинома 𝑓𝑖(𝑧).
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Определение 1. Точками перемежаемости для коэффициентов
𝑏𝑖, 𝑖 = 0, 𝑛 будем называть точки на действительной оси, в которых
происходят переходы корней полинома (2) через единичную окруж-
ность на плоскости корней, а интервалами перемежаемости — соот-
ветственно интервалы, в которых корни находятся либо внутри, либо
вне единичного круга.

В работе [5] сформулированы основные результаты по определению
условий робастной устойчивости дискретных интервальных систем в
виде соответствующих теорем 1-6. При этом следует отметить, что,
как указано выше, для случая непрерывных систем [4], справедливость
теоремы 5 имеет ограничение, обусловленное замечанием к теореме 1
в непрерывном случае, т.е. теорема 5 верна при полном наборе из 4-х
различных полиномов Харитонова.

Справедливость результатов [4,5] относительно аналога сильной
теоремы Харитонова продемонстрированы на известных контрприме-
рах из [1] и др.

Таким образом, алгоритм определения робастной устойчивости дис-
кретных интервальных динамических систем будет следующим.

1. Пользуясь формулами леммы к теореме 1 [4], оптимизацией по
элементам 𝑎𝑖𝑗 ∈ [𝑎𝑖𝑗 , 𝑎𝑖𝑗 ], 𝑖, 𝑗 = 1, 𝑛, интервальной матрицы 𝐴, нахо-
дятся сепаратные угловые коэффициенты 𝑏𝑖 ∈ [𝑏𝑖, 𝑏𝑖], 𝑖 = 0, 𝑛, интер-
вального характеристического полинома (2).

2. Определяются четыре полинома Харитонова, соответствующие
интервальному полиному (2)

𝑓1(𝑧) : {𝑏0, 𝑏1, 𝑏2, 𝑏3, 𝑏4, . . . , }; 𝑓2(𝑧) : {𝑏0, 𝑏1, 𝑏2, 𝑏3, 𝑏4, . . . , };
𝑓3(𝑧) : {𝑏0, 𝑏1, 𝑏2, 𝑏3, 𝑏4, . . . , }; 𝑓4(𝑧) : {𝑏0, 𝑏1, 𝑏2, 𝑏3, 𝑏4, . . . , }.

3. Составляются 𝑛 неравенств вида (П.2), указанных в Приложении
непрерывного случая [4].

4.Относительно каждого коэффициента 𝑏𝑖, 𝑖 = 0, 𝑛, считая осталь-
ные коэффициенты фиксированными, последовательно находятся точ-
ки перемежаемости для всех четырех полиномов Харитонова и по всем
𝑛 неравенствам (см. п. 3), начиная с меньших порядков.

5. Если все точки перемежаемости по всем коэффициентам 𝑏𝑖, 𝑖 =
0, 𝑛 не принадлежат заданным интервалам, то исходный полином (си-
стема) устойчив, в противном случае — неустойчив.
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This paper presents the main results of the algebraic method under
consideration for linear interval systems in discrete time. A discrete analog
of Kharitonov’s theorem is obtained. An algorithm for determining the
robust stability of discrete interval dynamic systems is formulated.
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Рассматривается задача максимизации дальности с ограничением
на расход топлива. В качестве математической модели движения
используется модификация задачи Дубинса, в которой управлени-
ем является реактивная сила, ортогональная траектории. С исполь-
зованием принципа максимума Понтрягина задача оптимального
управления сводится к краевой задаче для системы нелинейных
дифференциальных уравнений типа нелинейного математическо-
го маятника. С помощью анализа фазового портрета установле-
на структура оптимальной траектории, в частности, магистраль-
ное движение при больших временах процесса. С использованием
первого интеграла определено количество выходов на ограничение.
Аналитически построен синтез оптимального управления. Числен-
ное моделирование иллюстрирует результаты, полученные анали-
тически.

Ключевые слова: задача Маркова-Дубинса, оптимальное управле-
ние, фазовый портрет, первый интеграл

1. Постановка задачи

Рассмотрим движение центра масс аппарата в горизонтальной
плоскости. Считаем, что сопротивление среды отсутствует, а скорость
аппарата постоянная. В качестве модели движения возьмем систему
уравнений Маркова-Дубинса [1], в которой движение в плоскости ре-
ализуется за счет реактивной силы, компенсирующей силу тяжести, и
силы, ортогональной траектории. Уравнения движения в безразмер-
ном виде:

(1) 𝑥̇ = cos 𝜃, 𝑦̇ = sin 𝜃, 𝜃 = 𝑢,

где 𝑥, 𝑦 — горизонтальная и вертикальная координаты центра масс
аппарата, 𝜃 — угол между вектором скорости и направлением оси абс-
цисс, 𝑢 — сила тяги. Начальные и краевые условия:

(2) 𝑥 (0) = 𝑥0, 𝑦 (0) = 𝑦0, 𝜃 (0) = 𝜃0, 𝑦(𝑇 ) = 𝑦1, 𝜃 (𝑇 ) = 𝜃1.
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Ограничения на управление 𝑢 имеют вид −𝑢̄ ⩽ 𝑢(𝑡) ⩽ 𝑢̄. Целью управ-
ления является минимизация функционала вида

(3)
𝐽1 = −𝑥 (𝑇 ) + 𝑘

𝑇∫︀
0

√︀
1 + 𝑢2𝑑𝑡→ min

|𝑢|⩽𝑢̄
,

𝐽2 = −𝑥 (𝑇 ) + 𝑘
𝑇∫︀
0

𝑢2𝑑𝑡→ min
|𝑢|⩽𝑢̄

Здесь 𝑘 > 0 — заданная константа. Время процесса 𝑇 фиксировано. В
докладе будет рассмотрен функционал 𝐽2.

2. Условия оптимальности
Для решения поставленной задачи оптимального управления при-

меним принцип максимума Понтрягина. Пусть 𝜉 (𝑡) =
𝑡∫︀
0

𝑢2 (𝜏) 𝑑𝜏 , тогда

𝜉 = 𝑢2, 𝜉(0) = 0. К системе уравнений (1) добавим еще одно диффе-
ренциальное уравнение, получим

(4) 𝑥̇ = cos 𝜃, 𝑦̇ = sin 𝜃, 𝜃 = 𝑢, 𝜉 = 𝑢2.

Функцию Гамильтона запишем в виде

(5) 𝐻 = 𝜓𝑥 cos 𝜃 + 𝜓𝑦 sin 𝜃 + 𝜓𝜃𝑢+ 𝜓𝜉𝑢
2.

Далее, уравнения для сопряженных переменных:

(6) 𝜓̇𝑥 = 0, 𝜓̇𝑦 = 0, 𝜓̇𝜃 = 𝜓𝑥 sin 𝜃 − 𝜓𝑦 cos 𝜃, 𝜓̇𝜉 = 0.

Условия трансверсальности:

(7) 𝜓𝑥 (𝑇 ) = 1, 𝜓𝑦 (𝑇 ) = 𝑎, 𝜓𝜃 (𝑇 ) = 𝑏, 𝜓𝜉 (𝑇 ) = −𝑘,

где 𝑎 и 𝑏 — неизвестные константы. Из соотношений (6), (7) получаем,
что 𝜓𝑥(𝑡) = 1, 𝜓𝑦(𝑡) = 𝑎, 𝜓𝜉(𝑡) = −𝑘. Тогда функция Гамильтона (5)
перепишется как

(8) 𝐻 = cos 𝜃 + 𝑎 sin 𝜃 + 𝜓𝜃𝑢− 𝑘𝑢2.

Условия оптимальности по управлению 𝑢:

(9) 𝑢 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑢̄, 𝑢extr ⩾ 𝑢̄,

𝑢extr, −𝑢̄ < 𝑢extr < 𝑢̄,

−𝑢̄, 𝑢extr ⩽ −𝑢̄,

270



где 𝑢extr определяется из уравнения
𝜕𝐻

𝜕𝑢
= 0⇐⇒ 𝑢extr =

𝜓𝜃
2𝑘
.

Далее, получим дифференциальное уравнение относительно управ-
ляющей переменной 𝑢, где −𝑢̄ < 𝑢(𝑡) < 𝑢̄. Подставим выражение
𝜓𝜃 = 2𝑘𝑢 в дифференциальное уравнение относительно 𝜓𝜃:

𝑑

𝑑𝑡
(2𝑘𝑢) = sin 𝜃 − 𝑎 cos 𝜃 ⇐⇒ 𝑢̇ =

sin 𝜃 − 𝑎 cos 𝜃
2𝑘

.

Таким образом, задача оптимального управления (1)-(3) сведена к
краевой задаче для системы нелинейных дифференциальных уравне-
ний

(10)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥̇ = cos 𝜃, 𝑥 (0) = 𝑥0,

𝑦̇ = sin 𝜃, 𝑦 (0) = 𝑦0, 𝑦 (𝑇 ) = 𝑦1,

𝜃 = 𝑢, 𝜃 (0) = 𝜃0, 𝜃 (𝑇 ) = 𝜃1,

𝜓̇𝜃 = sin 𝜃 − 𝑎 cos 𝜃, 𝜓𝜃 (𝑇 ) = 𝑏.

Задача состоит в нахождении такого 𝜓𝜃(0), при котором 𝜓𝜃(𝑇 ) = 𝑏.
Управление 𝑢(𝑡) определяется по следующему правилу:

(11) 𝑢(𝑡) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝑢̄,

𝜓𝜃
2𝑘

⩾ 𝑢̄,

𝜓𝜃
2𝑘
, − 𝑢̄ < 𝜓𝜃

2𝑘
< 𝑢̄,

−𝑢̄, 𝜓𝜃
2𝑘

⩽ −𝑢̄,

Выражение для первого интеграла (8):

(12) 𝐻 = cos 𝜃 + 𝑎 sin 𝜃 + 𝑘𝑢2 = 𝐶.

3. Результаты
С использованием первого интеграла (12) было установлено число

переключений управления 𝑢 вдоль оптимальной траектории (не более
двух). При достаточно больших временах процесса 𝑇 движение про-
исходит в окрестности седловой точки в плоскости (𝜃, 𝑢), что соответ-
ствует магистральному движению (квазипрямолинейный участок оп-
тимальной траектории). Установлена структура оптимального управ-
ления. Результаты получены для случая свободного 𝑦(𝑇 ), но фиксиро-
ванного 𝜃(𝑇 ). Фазовый портрет позволяет получить решение без учета
неизвестного параметра 𝑏. При 𝑘 → 0 + 0 оптимальные траектории
задачи (1)-(3) приближаются к траекториям классической задачи Ду-
бинса (движениие по окружностям, движение по прямой).
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Рис. 1: Результаты численного моделирования при 𝑥(0) = 𝑦(0) = 0,
𝜃(0) = −𝜋, 𝜃(𝑇 ) = −𝜋, 𝑘 = 1, 𝑢̄ = 1
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The problem of maximizing the range with a limit on fuel consumption
is considered. A modification of the Dubins problem is used as a
mathematical model of motion, in which the control is a reactive force
orthogonal to the trajectory. Using the Pontryagin maximum principle,
the optimal control problem is reduced to a boundary value problem for
a system of nonlinear differential equations (a nonlinear mathematical
pendulum type). Analysis of phase portrait is applied, the structure
of the optimal trajectories was established, in particular, the mainline
motion at long process times. Using the first integral, the number of
exits per constraints is determined. The synthesis of optimal control is
analytically constructed. Numerical simulation illustrates the analytical
results obtained.

272



УДК 628.852.3

Регулирование температуры помещения в условиях
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Рассмотрена усовершенствованная модель динамики температуры
воздуха, включающая среднюю температуру окружающих поверх-
ностей. Соответствующий коэффициент теплопередачи полагается
неизвестным. На основе измерений температуры воздуха предла-
гается наблюдатель средней температуры излучения в скользящем
режиме и адаптивный идентификатор параметров.

Ключевые слова: регулирование температуры, средняя радиацион-
ная температура, наблюдатель состояния, идентификатор парамет-
ров

1. Введение

В работе рассматривается расширенное пространство состояний
объекта, включающее среднюю радиационную температуру (СРТ) [3].
Учет динамики СРТ, которая определяется температурой ограждаю-
щих поверхностей, позволяет точнее описывать теплообмен и инерци-
онность конструкций, а разница с температурой воздуха влияет на
комфорт и здоровье людей. Хотя СРТ доступна для прямого изме-
рения [2], эти замеры — разовые и контрольные, что исключает их
использование в контуре обратной связи.

Для обеспечения непрерывных измерений СРТ и последующего ис-
пользования их в синтезе управления предлагается алгоритм иденти-
фикации на скользящих режимах [4], который позволяет не только по-
лучать оценки для СРТ, но и адаптивно уточнять параметры модели
в реальном времени, повышая точность прогнозов и энергоэффектив-
ность систем отопления, вентиляции и кондиционирования.

2. Основной результат

Динамика температуры в помещении описывается уравнениями в
безразмерном виде:

(1)
𝑥̇1 =𝑎(𝑥2 − 𝑥1) + 𝑢

𝑥̇2 =− 𝑏(𝑥2 − 𝑥1),
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где 𝑥1(𝑡) — температура воздуха, 𝑥2(𝑡) — средняя радиационная тем-
пература, 𝑎, 𝑏 — параметры, определяемые коэффициентами теплопе-
редачи. Кроме того, не теряя общности рассуждений, предположим,
что закон управления уже выбран, т.е. известен общий вид некоторой
фунцкии 𝑢 = 𝑢(𝑡).

Введем замену переменных 𝑦1 = 𝑥1, 𝑦2 = 𝑎(𝑥2−𝑥1). В нашем случае
измерению подлежит не весь вектор состояния, а только переменная
𝑦1. Тогда получить оценку значения 𝑦2 можно с помощью наблюда-
теля, который в терминах ошибок наблюдения описывается системой
уравнений вида

(2)
𝑒̇1 = 𝑒2 − 𝑣1
𝑒̇2 = −𝑐𝑒2 − 𝑣2,

где 𝑣1, 𝑣2 — корректирующие воздействия, 𝑒1 доступно для измерений,
а коэффициент 𝑐 = 𝑎 + 𝑏. Если назначить 𝑣1 = 𝑀sign(𝑒1), то в пред-
положении, что |𝑒2(𝑡)| < 𝑀 ∀𝑡, выполняются условия возникновения
скользящего режима по поверхности 𝑒1 = 0. Согласно методу эквива-
лентного управления [4] динамика возникающего скользящего режима
на поверхности 𝑒1 = 0 получается подстановкой 𝑣1,𝑒𝑞 = 𝑒2 во второе
уравнение (2), исходя из соображения, что в скользящем режиме 𝑒̇1 = 0
и следовательно, 𝑣1 = 𝑣1,𝑒𝑞 = 𝑒2 вдоль поверхности скольжения.

3. Параметрическая идентификация по полному вектору
измерений

Когда также неизвестны точные значения параметров 𝑎, 𝑐, пред-
лагается использовать наблюдатель на скользящих режимах, который
при полных измерениях всего вектора состояния задается дифферен-
циальным уравнением

(3) ˙̃𝑦2 = −𝑐𝑦2 − 𝑎̃𝑢+ 𝛼(𝑦2 − 𝑦2)
на оценку 𝑦2 переменной состояния 𝑦2 с подстраиваемыми в реальном
времени оценками 𝑎̃(𝑡), 𝑐(𝑡) параметров 𝑎, 𝑐.

Введем ошибку оценивания 𝑒2 = 𝑦2 − 𝑦2. Перепишем систему (3) в
терминах ошибок наблюдения

(4) 𝑒̇2 = −𝑒𝑐𝑦2 − 𝑒𝑎𝑢− 𝛼𝑒2
где 𝑒𝑎 = 𝑎− 𝑎̃, 𝑒𝑐 = 𝑐− 𝑐 — ошибки оценивания параметров.

Очевидно, выбор коэффициента усиления 𝛼 достаточно большим
увеличивает скорость затухания собственной динамики ошибки оце-
нивания фазовой переменной 𝑦2(𝑡).
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Остается назначить динамику оценок неизвестных параметров, ко-
торые позволят гарантировать асимптотическую устойчивость замкну-
той системы совместного оценивания неизвестных параметров системы
𝑎, 𝑐. С этой целью, на оценки 𝑎̃, 𝑐 предлагается ввести следующую ди-
намику

˙̃𝑎 = −𝑒2𝑢, ˙̃𝑐 = −𝑒2𝑦2.(5)

Для использования 𝑣1,𝑒𝑞 на практике его значение можно оценить
различными способами. В [4] эквивалентное управление объясняется
физически, как среднее значение управления, и для его измерения
предлагается использовать линейный фильтр.
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An improved model of air temperature dynamics, including the
mean radiant temperature is considered. The corresponding heat transfer
coefficient is assumed to be unknown. Based on air temperature
measurements, an observer of the mean radiant temperature in a sliding
mode and an adaptive parameter identifier are proposed.
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УДК 531.2

О равновесии и устойчивости вращающихся капель в
электростатическом поле

А. Г. Петров
ИПМех РАН им. А.Ю. Ишлинского, Москва, Россия

petrovipmech@gmail.com

Рассматриваются задача определения фигуры равновесия вращаю-
щейся жидкой массы с поверхностным натяжением в электростати-
ческом поле. Методом Рауса исключается циклическая угловая ко-
ордината, и задача равновесия и устойчивости сводится к условию
минимума функционала, зависящего от параметров формы. Пред-
лагается ее решение методом Ритца: минимум функционала ищется
на семействе трехосных эллипсоидов. Точность решений использу-
емого подхода проверена на двух известных задачах: 1) фигуры
равновесия и устойчивость вращающейся гравитирующей массы, 2)
формы равновесия вращающейся жидкой капли с поверхностным
натяжением. Приведенный подход в первой задаче дает точное ре-
шение. Во второй задаче — сопоставление с численными расчетами
нобелевского лауреата Чандрасекхара показало согласие с точно-
стью до 3-х значащих цифр.

Ключевые слова: вращающиеся капли, поверхностное натяжение,
электрическое поле, метод Рауса, метод Ритца

1. Введение
В работе [1] приведен подробный обзор исследований равновесных

форм капель и условий их устойчивости в электрических полях.
Формы равновесия и устойчивости вращающейся капли исследовал

нобелевский лауреатЧандрасекхар разработанным им методом вириа-
ла [2]. В [3] приводится полуэмпирическая степенная функция, аппрок-
симирующая условие устойчивости равновесия капли в электрическом
поле и проведен физический эксперимент, подтверждающий получен-
ные теоретические результаты. В [4] исследуется электрогидродина-
мика капель диэлектрика в ньютоновской жидкости под воздействием
гравитационного и электрического поля. В [5] исследуется форма рав-
новесия вращающейся капли в электростатическом поле из условия
минимума энергии на семействе осесимметричных эллипсоидов.

2. Основной результат
Задача определения равновесных форм вращающихся жидких масс

и их устойчивости с использованием метод Рауса сведена к нахожде-
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нию минимума функционала, зависящего от формы капли

𝑈 = Π+
𝐾2

2𝐽
,

где 𝐾 — постоянный кинетический момент, 𝐽 — момент инерции.
Потенциальная энергия капли Π = 𝜎𝑆 + Π1 + Π2 является суммой

трех слагаемых. Первое слагаемое — энергия поверхностного натяже-
ния, 𝜎 — коэффициент поверхностного натяжения, 𝑆 — площадь по-
верхности капли. Π1 и Π2 — потенциальные энергии заряженной капли
с зарядом 𝑒 и нейтральной капли в электростатическом поле напряжен-
ности 𝐸.

Для поиска минимума функционала применяется метод Ритца: по-
иск минимума на заданном семействе форм.

В качестве заданного семейства выбирается семейство трехосных
эллипсоидов фиксированного объема. Тогда функционал 𝑈 превраща-
ется в функцию двух переменных. Показано на некоторых примерах,
которые решены ранее численными методами, что такой способ позво-
ляет получать либо точные, либо близкие к точным решения.

Для определения равновесных форм записываем функцию

𝑈(𝑎1, 𝑎2, 𝑎3)

в безразмерной форме

𝑈̃(𝑥, 𝑦, 𝛼, 𝛽) = Π̃(𝑥, 𝑦, 𝛼, 𝛽) +
(𝐽0Ω̃)

2

2𝐽(𝑥, 𝑦)
, 𝑥 = 𝑎3/𝑎1, 𝑦 = 𝑎3/𝑎2

где 𝛼, 𝛽 — безразмерные значения заряда капли и напряженности элек-
трического поля, 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3 — полуоси эллипсоида.

При заданных параметрах 𝛼, 𝛽 находятся первая и вторая вариа-
ции в точке 𝑥, 𝑦. Из равенства нулю первой вариации находится серия
осесимметричных фигур равновесия

Ω̃2(𝑥) = 2Π̃𝑥(𝑥, 𝑥)/𝐽𝑥(𝑥, 𝑥),

где индексом 𝑥 обозначена производная.
Осесимметричная форма устойчива, если квадратичная форма вто-

рой вариации положительно определена. Это условие определяет ин-
тервал устойчивых осесимметричных форм равновесия Ω̃ ∈ (0,Ω0), от
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Рис. 1: Зависимости Ω̃2 от отношения осей

которой ответвляется неосесимметричная серия фигур равновесия (см.
рис.). Несимметричная серия находится из уравнений

−1

2
Ω̃2𝐽𝑥(𝑥, 𝑦) + Π̃𝑥(𝑥, 𝑦) = 0, −1

2
Ω̃2𝐽𝑦(𝑥, 𝑦) + Π̃𝑦(𝑥, 𝑦) = 0.

На рис. 1 представлены зависимости Ω̃2 от отношения осей сим-
метричных форм капли 𝑎3/𝑎1 в устойчивой области (жирная линия) и
трехосных эллипсоидов (точки) при отсутствии заряда и поля 𝛼 = 𝛽 =
0. Аналогичные зависимости можно получить и при наличии заряда и
поля 𝛼 ̸= 0, 𝛽 ̸= 0.

Работа выполнена по теме гос. задания (№ госрегистрации 124012500443-0).
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On the Equilibrium and Stability of Rotating Droplets in an
Electric Field
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In this paper, the forms of equilibrium and stability of droplets from
the minimum energy functional condition on a family of triaxial ellipsoids
are investigated.
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Экстремальное параметрическое возбуждение маятника при
ограничениях на амплитуду и скорость управления

М. М. Петров
МГУ им. М.В. Ломоносова, Москва, Россия

mikh.petrov@bk.ru

Для математического маятника без трения решена задача о поис-
ке возмущения в специальном классе функций, реализующего наи-
большее отклонение на полупериоде при наличии ограничений на
величину и скорость изменения возмущений.

Ключевые слова: оптимальное управление, параметрический резо-
нанс, фазовые ограничения, математический маятник

1. Введение

Рассматривается система второго порядка с параметрическим
управлением и ограничениями на величину и скорость изменения воз-
мущения. Исследуется экстремальная задача поиска управления, обес-
печивающего наибольшее отклонение решения на полупериоде. Такой
подход может оказаться полезным при моделировании так называемой
калорической вестибулярной стимуляции [1].

2. Основной результат

Перейдем к рассмотрению задачи поиска наихудшего возмущения
для системы с ограничениями по амплитуде и производной у возмуще-
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ний

(1)

{︃
𝑥̇1 = 𝑥2
𝑥̇2 = − (1 + 𝑣(𝑡))𝑥1,

𝑥1(0) = 1, 𝑥2(0) = 0, 𝑥2(𝑡) ̸= 0 ∀𝑡 ∈ (0, 𝑡𝑘),

𝑥1(𝑡𝑘)→ min
𝑣∈𝑉 *

, 𝑥2(𝑡𝑘) = 0,

𝑣(0) = 0, 𝑣(𝑡𝑘) = 0, |𝑣(𝑡)| ⩽ 𝜇 < 1, |𝑣̇(𝑡)| ⩽ 𝜂,

при этом 𝑉 * — однопараметрическое семейство кусочно дифференци-
руемых функций, которое задается в виде многозвенников, указанных
на рис. 1, где в качестве параметра 𝑡* выступает момент времени, при
котором 𝑣(𝑡*) = 0. Время 𝑡𝑘 не фиксировано, а определяется как пер-
вый момент времени, когда 𝑥2(𝑡𝑘) = 0. Дополнительное требование
𝑣(𝑡𝑘) = 0 появляется вследствие необходимости продления решения
на следующие полупериоды. Моменты времени 𝑡1, ..., 𝑡4 определяются
следующим образом

𝑡1 =
𝜇

𝜂
, 𝑡2 = 𝑡* − 𝜇

𝜂
, 𝑡3 = 𝑡* +

𝜇

𝜂
, 𝑡4 = 𝑡𝑘 −

𝜇

𝜂
.

t

v(t)

µ

−µ

t1 t2 t3 t4

tkt∗

(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

Рис. 1: Параметризация 𝑣 по 𝑡*
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Мотивация выбора такого класса возмущений обусловлена решени-
ем схожей задачей, но без ограничений на производную

𝑥1(𝑡𝑘)→ min
𝑣∈𝑉

,

где 𝑉 = {𝑣(·) ∈ 𝑃𝐶 : |𝑣(𝑡)| ⩽ 𝜇}. В этом случае решение хорошо из-
вестно. С помощью принципа максимума Понтрягина наихудшее воз-
мущение можно записать в виде

(2) 𝑣𝑜 = −𝜇 sign(𝑥1𝑥2),

где 0 < 𝜇 < 1 — амплитуда возмущений [2].
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Рис. 2: Минимизация 𝑥1(𝑡𝑘) при условии 𝑥2(𝑡𝑘) = 0

Если же дополнительно ввести ограничение на производную управ-
ления, задача становится существенно более сложной, и непосредствен-
ное применение принципа максимума Понтрягина оказывается затруд-
нительным. В этой ситуации естественно рассматривать специально
выделенный класс возмущений 𝑉 *, согласованный с указанными огра-
ничениями. Решение системы (1) далее строится по участкам 1–5 с
последующим склеиванием на границах по условию непрерывности и
выражается в специальных функциях Эйри:

(3) 𝑥1
(︀
𝑡𝑘(𝑡

*)
)︀
= 𝐶5

(︀
𝑡*, 𝑡𝑘(𝑡

*)
)︀
𝐴𝑖

(︃
− 1

𝜂2/3

)︃
+𝐶6

(︀
𝑡*, 𝑡𝑘(𝑡

*)
)︀
𝐵𝑖

(︃
− 1

𝜂2/3

)︃
,

𝑥2(𝑡𝑘) = 𝐶5(𝑡
*, 𝑡𝑘)𝐴𝑖

′
(︃
− 1

𝜂2/3

)︃
+ 𝐶6(𝑡

*, 𝑡𝑘)𝐵𝑖
′
(︃
− 1

𝜂2/3

)︃
= 0.
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Результат минимизации (3) при 𝜂 = 0.135, 𝜇 = 0.1 изображен на рис.
2. Важно заметить, что 𝑡*0 — экстремальное значение параметра от-
личается от момента времени 𝑡0, когда 𝑥1(𝑡0) = 0, что соответствует
моменту времени для переключения по закону (2). А именно, при дан-
ном значении параметров 𝑥1(𝑡

*
0) ≈ 0.0103. Также из результатов чис-

ленного анализа получаем, что 𝑡*0 → 𝑡0 при 𝜂 → ∞ , а 𝑣(𝑡) → 𝑣𝑜(𝑡),
представленное формулой (2).
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Extremal Parametric Excitation of a Pendulum Under
Constraints on the Amplitude and Rate of Control
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For a frictionless mathematical pendulum, the problem of finding a
perturbation within a special class of functions that yields the maximal
deviation over a half-period under constraints on the magnitude and rate
of variation of the perturbation is solved.
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Многократная поимка убегающего в линейных
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Рассматривается линейная задача конфликтного взаимодействия
группы преследователей и группы убегающих с геометрическими
ограничениями на управления игроков и фазовыми ограничениями
на состояния убегающих. Целью группы преследователей является
поимка хотя бы одного убегающего заданным числом преследова-
телей. В предположении, что все убегающие используют одно и то
же управление, получены достаточные условия разрешимости за-
дачи преследования.

Ключевые слова: групповое преследование, преследователь, убега-
ющий, многократная поимка

1. Введение

Одним из направлений развития современной теории дифференци-
альных игр преследования–убегания является поиск методов решения
задач, посвященных конфликтному взаимоотношению группы пресле-
дователей и группы убегающих. Целью группы преследователей яв-
ляется поимка заданного числа убегающих, цель группы убегающих —
противоположна. Особенностью таких игровых задач является, в част-
ности, тот факт, что целевое множество состоит из нескольких мно-
жеств, а траекторию процесса требуется привести на их объединение,
которое, как правило, не является выпуклым, даже если составляющие
множества выпуклы. В том числе и поэтому для получения более со-
держательных условий разрешимости задач преследования–уклонения
делаются различные дополнительные предположения. В данной работе
представлены достаточные условия поимки одного убегающего задан-
ным числом преследователей при условии, что все убегающие исполь-
зуют одно и тоже управление.

2. Основной результат

В пространстве R𝑘 (𝑘 ⩾ 2) рассматривается дифференциальная иг-
ра 𝑛+𝑚 лиц: 𝑛 преследователей 𝑃1, . . . , 𝑃𝑛 и 𝑚 убегающих 𝐸1, . . . , 𝐸𝑚.
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Закон движения каждого из преследователей 𝑃𝑖 имеет вид

𝑥̇𝑖 = 𝐴(𝑡)𝑥𝑖 + 𝑎(𝑡)𝑢𝑖, 𝑥𝑖(𝑡0) = 𝑥0𝑖 , 𝑢𝑖 ∈ 𝑉.

Закон движения каждого из убегающих 𝐸𝑗 имеет вид

𝑦̇𝑗 = 𝐴(𝑡)𝑦𝑗 + 𝑎(𝑡)𝑣, 𝑦𝑗(𝑡0) = 𝑦0𝑗 , 𝑣 ∈ 𝑉.

Здесь 𝑖 ∈ 𝐼 = {1, . . . , 𝑛}, 𝑗 ∈ 𝐽 = {1, . . . ,𝑚}, 𝑥𝑖, 𝑦𝑗 , 𝑥0𝑖 , 𝑦0𝑗 , 𝑢𝑖, 𝑣 ∈ R𝑘,
𝑉 = {𝑣 ∈ R𝑘 | ‖𝑣‖ ⩽ 1}, 𝐴 — непрерывная матричная функция порядка
𝑘× 𝑘, 𝑎(𝑡) — скалярная функция. Считаем, что 𝑥0𝑖 ̸= 𝑦0𝑗 для всех 𝑖 ∈ 𝐼,
𝑗 ∈ 𝐽.

Дополнительно предполагается, что каждый убегающий 𝐸𝑗 , 𝑗 ∈ 𝐽
не покидает пределы выпуклого многогранного множества

𝐷 = {𝑦 ∈ R𝑘 | (𝑝𝑠, 𝑦) ⩽ 𝛽𝑠, 𝑠 = 1, . . . , 𝑟0},

где 𝑝1, . . . , 𝑝𝑟0 — единичные векторы R𝑘, 𝛽1, . . . , 𝛽𝑟0 — вещественные
числа, (𝑢, 𝑣) — скалярное произведение векторов 𝑢, 𝑣 ∈ R𝑘. Считаем,
что 𝐷 = R𝑘 при 𝑟0 = 0.

Пусть 𝑣 : [𝑡0,+∞) → 𝑉 — измеримая функция, которую будем
называть допустимой.

Обозначим данную игру Γ(𝑛,𝑚).

Определение 1. В игре Γ(𝑛,𝑚) происходит 𝑞-кратная поимка
(при 𝑞 = 1 поимка), если существуют момент 𝑇 > 𝑡0, квазистрате-
гии [1] 𝒰1, . . . ,𝒰𝑛 преследователей 𝑃1, . . . , 𝑃𝑛 такие, что для любой до-
пустимой функции 𝑣(·) найдутся номера 𝑖1, . . . , 𝑖𝑞 ∈ 𝐼, 𝑙 ∈ 𝐽 , моменты
времени 𝜏1, . . . , 𝜏𝑞 ∈ [𝑡0, 𝑇 ] для которых 𝑥𝑖𝛼(𝜏𝑖𝛼) = 𝑦𝑙(𝜏𝑖𝛼), 𝛼 = 1, . . . , 𝑞.

Определение 2. Функция 𝑓 : R1 → R𝑘 называется рекуррентной
по Зубову [2], если для любого 𝜀 > 0 существует 𝑇 (𝜀) > 0 такое, что для
любых 𝑎, 𝑡 ∈ 𝑅1 существует 𝜏(𝑡) ∈ [𝑎, 𝑎+𝑇 (𝜀)] для которых справедливо
неравенство

‖𝑓(𝑡+ 𝜏(𝑡))− 𝑓(𝑡)‖ < 𝜀.

Функция 𝑓 : [𝑡0,∞) → 𝑅𝑘 называется рекуррентной на [𝑡0,∞), если
существует рекуррентная функция 𝐹 : R1 → R𝑘, такая что 𝑓(𝑡) = 𝐹 (𝑡)
для всех 𝑡 ∈ [𝑡0,∞).

Теорема 1. Пусть выполнены следующие условия.
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1. Фундаментальная матрица Φ(𝑡) системы 𝜔̇ = 𝐴(𝑡)𝜔, Φ(𝑡0) = 𝐸
является рекуррентной по Зубову на [𝑡0,+∞) функцией, а ее произ-
водная равномерно ограничена на [𝑡0,+∞), где 𝐸 — единичная матри-
ца.

2. 𝑎(𝑡) = 1 для всех 𝑡 ⩾ 𝑡0, 𝐷 = R𝑘.
3. 𝑞 ⩾ 2 и существует множество 𝐼0 ⊂ 𝐼, |𝐼0| = 𝑛− 𝑞(𝑚− 1), что

для любого множества 𝐽0 ⊂ 𝐼0, |𝐽0| = 𝑞 − 1 выполнено

Int co{𝑥0𝑖 , 𝑖 ∈ 𝐼0 ∖ 𝐽0} ∩ {𝑦0𝑗 , 𝑗 ∈ 𝐽} ≠ ∅.

Здесь Int𝑋, co𝑋 соответственно внутренность и выпуклая оболочка
множества 𝑋. Тогда в игре Γ(𝑛,𝑚) происходит 𝑞-кратная поимка.

Замечание 1. Отметим, что условие 1 теоремы 1, в частности, будет
выполнено, если либо 𝐴(𝑡) = 0 для всех 𝑡 ⩾ 𝑡0, либо 𝐴(𝑡) = 𝐴 для всех
𝑡 ⩾ 𝑡0, причем все собственные числа матрицы 𝐴 являются простыми
и чисто мнимыми.

Теорема 2. Пусть выполнены следующие условия

1. 𝐴(𝑡) = 0 для всех 𝑡 ⩾ 𝑡0,
+∞∫︀
𝑡0

|𝑎(𝑠)|𝑑 𝑠 = +∞, 𝑟0 = 1.

2. 𝑞 ⩾ 2 и существует множество 𝐼0 ⊂ 𝐼, |𝐼0| = 𝑛− 𝑞(𝑚− 1), что
для любого 𝐽0 ⊂ 𝐼0, |𝐽0| = 𝑞 − 1 выполнено

Int co{𝑥0𝑖 , 𝑖 ∈ 𝐼0 ∖ 𝐽0, 𝑝1} ∩ co{𝑦0𝑗 , 𝑗 ∈ 𝐽} ≠ ∅.

Тогда в игре Γ(𝑛,𝑚) происходит 𝑞-кратная поимка.

Работа выполнена при поддержке Министерства науки и высшего образования
РФ в рамках государственного задания (Проект № FEWS-2024-0009).
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Multiple Capture of an Evader in Linear Nonstationary
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A linear conflict interaction problem involving a group of pursuers and
a group of evaders is studied under geometric constraints on the players’
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controls and phase constraints on the evaders’ states. The aim of the
pursuers is the capture of at least one evader by a prescribed number
of pursuers. Assuming that all evaders employ the same control, sufficient
conditions for the solvability of the pursuit problem are derived.
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Импульсная стабилизация нелинейных нестационарных
систем с переключениями

А. В. Платонов
СПбГУ, Санкт-Петербург, Россия

a.platonov@spbu.ru

В работе рассматривается проблема устойчивости одного класса
нелинейных нестационарных систем с переключениями и импульс-
ными воздействиями. Предполагается, что переключения осуществ-
ляются между однородными относительно вектора состояния под-
системами, причем порядки однородности этих подсистем могут
быть различны. Устанавливаются ограничения на закон переклю-
чений/импульсов, обеспечивающие асимптотическую устойчивость
нулевого решения. Исследуется влияние нестационарных возмуще-
ний на устойчивость заданной номинальной системы.

Ключевые слова: нелинейные нестационарные системы, переключе-
ния, импульсы, устойчивость, возмущения

1. Введение

Проблема анализа устойчивости динамических систем является од-
ной из актуальных в теории управления. Часто реальную систему ап-
проксимируют некоторой более простой моделью таким образом, что-
бы устойчивость этой модельной системы влекла за собой устойчивость
исходной системы. Так еще А.М. Ляпуновым были доказаны теоре-
мы об устойчивости по линейному приближению. Позднее многими
учеными были предложены критерии устойчивости и по нелинейному
приближению, причем часто в качестве такого нелинейного приближе-
ния использовались однородные системы (см., например, [1]). Иссле-
дование устойчивости значительно усложняется, если заданная систе-
ма нестационарна, а также подвержена переключениям и импульсным
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воздействиям, т.е. имеет гибридную природу.
2. Основной результат

Пусть задана система с переключениями

(1) ẋ = F𝜎(𝑡,x).

Здесь x = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)
𝑇 — вектор состояния; 𝜎 = 𝜎(𝑡) : [0,+∞)→ 𝑄 =

{1, . . . , 𝑁} — кусочно-постоянная функция, задающая закон переклю-
чений; элементы векторов F𝑠(𝑡,x) непрерывны относительно 𝑡 ⩾ 0, а
также непрерывно дифференцируемы и однородны порядка 𝜇𝑠 > 1 от-
носительно x ∈ 𝑅𝑛, 𝑠 = 1, . . . , 𝑁 . Функцию 𝜎(𝑡) считаем правосторонне
непрерывной точках разрыва.

Предположим также, что решения системы (1) могут подвергаться
импульсным воздействиям

(2) x(𝜏+𝑖 ) = g𝜏𝑖(x(𝜏
−
𝑖 )), 𝑖 = 1, 2, . . . .

Здесь 0 = 𝜏0 < 𝜏1 < 𝜏2 < . . . — моменты импульсов; x(𝜏+𝑖 ) и x(𝜏−𝑖 )
— правостороннее и левостороннее значения рассматриваемого реше-
ния системы (1) в точке 𝜏𝑖; непрерывная при x ∈ 𝑅𝑛 функция g𝜏𝑖(x)
определяет величину скачка решения в момент времени 𝜏𝑖, g𝜏𝑖(0) = 0,
𝑖 = 1, 2, . . .. Решение гибридной системы (1), (2) считаем правосторонне
непрерывным в импульсные моменты времени.

Полагаем, что общее количество моментов переключений/импуль-
сов на промежутке [0,+∞) бесконечно, в то время как на любом ко-
нечном интервале времени их число конечно.

Цель настоящей работы — установить достаточные условия на
закон переключений/импульсов, гарантирующие асимптотическую
устойчивость нулевого решения системы (1), (2) и обеспечивающие
требуемую скорость переходных процессов в системе. Кроме того, ис-
следуется вопрос сохранения указанных характеристик решений при
влиянии на систему (1) возмущающих воздействий:

(3) ẋ = F𝜎(𝑡,x) +G(𝑡,x).

Здесь векторная функция G(𝑡,x) определена в области 𝑡 ⩾ 0, ‖x‖ < 𝐻
(𝐻 = const > 0), и G(𝑡,0) ≡ 0. Полагаем, что на временных интерва-
лах между последовательными моментами переключений/импульсов
выполнены условия, гарантирующие существование решений задачи
Коши для системы (3), а также их непрерывную зависимость от на-
чальных данных.

287



Замечание 1. Указанная выше задача решалась в работе [2] при
предположении, что 𝜇1 = . . . = 𝜇𝑁 . В настоящей работе показывается,
что предложенные в [2] подходы распространяются и на гибридные
системы с переключаемыми порядками однородности.

Для анализа устойчивости невозмущенной гибридной системы бу-
дем строить множественную функцию Ляпунова 𝑉𝜎(𝑡)(x) в виде со-
вокупности положительно определенных непрерывно дифференциру-
емых при x ∈ 𝑅𝑛 однородных функций некоторого порядка 𝛾 > 1.
Тогда [1] найдется такое 𝐻1 > 0, что при 𝑡 ⩾ 0, ‖x‖ < 𝐻1 будет спра-
ведливо дифференциальное неравенство вида

(4)
(︂
𝜕𝑉𝜎(𝑡)(x)

𝜕x

)︂𝑇
F𝜎(𝑡)(𝑡,x) ⩽ 𝜂(𝑡)𝑉

1+𝜌(𝑡)
𝜎(𝑡) (x),

где 𝜂(𝑡) — кусочно-непрерывная функция; 𝜌(𝑡) = (min
𝑠∈𝑄

𝜇𝑠 − 1)/𝛾, если

𝜂(𝑡) ⩾ 0, и 𝜌(𝑡) = (max
𝑠∈𝑄

𝜇𝑠 − 1)/𝛾, если 𝜂(𝑡) < 0.

Определим моменты перемены знака функции 𝜂(𝑡) (с неотрицатель-
ного значения на отрицательное или наоборот). Будем считать, что
на любом конечном интервале времени их число конечно. Объединим
последовательности моментов переключений, моментов импульсов и
моментов перемены знака коэффициента 𝜂(𝑡) в одну единую последо-
вательность {𝜏𝑖}𝑖=1,2,.... Таким образом, в каждый момент времени 𝜏𝑖,
𝑖 = 1, 2, . . ., происходит хотя бы одно из следующих событий: переклю-
чение режима функционирования системы (1) (что влечет за собой
смену частной функции Ляпунова и разрыв коэффициента 𝜂(𝑡)), им-
пульсное воздействие (вызывающее разрыв решения системы), пере-
мена знака нестационарного коэффициента 𝜂(𝑡) (что приводит к пере-
ключению показателя степени в дифференциальном неравенстве (4)).

Относительно импульсных воздействий предположим, что суще-
ствуют такие постоянные 𝑐𝑖 > 0, что при x ∈ 𝑅𝑛 справедливы оценки

‖g𝜏𝑖(x)‖ ⩽ 𝑐𝑖‖x‖, 𝑖 = 1, 2, . . . .

Интегрируя дифференциальные неравенства (4) и учитывая скач-
ки, совершаемые функцией Ляпунова 𝑉𝜎(𝑡)(x) и ее производной в силу
рассматриваемой системы в моменты 𝜏𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . ., придем к иско-
мым условиям асимптотической устойчивости. Далее для возмущенной
гибридной системы (3), (2) в работе предлагается подход, позволяю-
щий свести условия асимптотической устойчивости нулевого решения
к условиям сходимости некоторого вспомогательного числового ряда.
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Этот подход развивается для случая, когда главную роль в достиже-
нии асимптотической устойчивости играют импульсные воздействия.
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The paper considers the stability problem for a class of nonlinear non-
stationary systems with switching and impulsive effects. It is assumed that
switching takes place between subsystems that are homogeneous relative
to the state vector, and the orders of homogeneity of these subsystems
may be different. Constraints on the switching/impulse law are established
to ensure the asymptotic stability of the zero solution. The effect of non-
stationary perturbations on the stability of the given nominal system is
investigated.
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УДК 517.977.5

Алгоритм решения задачи быстродействия для системы с
дискретным временем на основе суперэллипсоидальных

аппроксимаций
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МАИ (НИУ), Москва, Россия
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Для линейной дискретной системы с ограниченным управлением
решается задача быстродействия. Когда на управление наложе-
ны суперэллипсоидальные ограничения, полное решение сводится
к вычислению единственного корня системы алгебраических урав-
нений. Для системы общего вида предложен алгоритм, основанный
на суперэллипсоидальных аппроксимациях.

Ключевые слова: оптимальное управление, дискретные системы, за-
дача быстродействия, суперэллипсоидальные аппроксимации

1. Введение

В задаче быстродействия для систем с дискретным временем клас-
сический принцип максимума, как правило, приобретает вырожден-
ный характер, что определяет сложности ее решения. Известен подход,
основанный на регуляризации соотношений принципа максимума при
использовании суперэллипсоидальных аппроксимаций [1,2]. Также до-
статочно эффективен метод последовательных улучшений Кротова [3].
В данной работе рассматривается объединение этих подходов.

2. Постановка задачи

Рассматривается нестационарная линейная система управления с
дискретным временем и ограниченными множествами допустимых
значений управления (𝒜,𝒰):

(1)
𝑥(𝑘 + 1) = 𝐴(𝑘)𝑥(𝑘) + 𝑢(𝑘),

𝑥(0) = 𝑥0, 𝑢(𝑘) ∈ 𝒰(𝑘), 𝑘 ∈ N ∪ {0},

где 𝑥(𝑘) ∈ R𝑛, 𝑢(𝑘) ∈ 𝒰(𝑘) ⊂ R𝑛, 𝒜 = {𝐴(𝑘)}∞𝑘=0, 𝒰 = {𝒰(𝑘)}∞𝑘=0.
Предполагается, что для каждого 𝑘 ∈ N ∪ {0} множество 𝒰(𝑘) явля-
ется выпуклым и компактным, 𝐴(𝑘) ∈ R𝑛×𝑛, det𝐴(𝑘) ̸= 0. Требуется
перевести систему (1) из заданного начального состояния 𝑥0 ∈ R𝑛 в
начало координат за минимальное число шагов 𝑁min.
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3. Критерий оптимальности

Положим для всех 𝑁 ∈ N и 𝑘 ∈ N ∪ {0}

A𝑁,𝑘
△
= 𝐴(𝑁 + 𝑘 − 1) · . . . ·𝐴(𝑘),

𝑜𝑘 ∈ R𝑛, 𝐵𝑘 ∈ R𝑛×𝑛, 𝑎1(𝑘), . . . , 𝑎𝑛(𝑘) > 0, 𝑟𝑘 > 1, 𝑞𝑘 =
𝑟𝑘

𝑟𝑘 − 1
,

𝐼𝑟(𝑥)
△
=
(︁
sign(𝑥1)|𝑥1|𝑟−1, . . . , sign(𝑥𝑛)|𝑥𝑛|𝑟−1

)︁T
.

На основе регуляризованного принципа максимума [2] получен кри-
терий оптимальности, когда для всех 𝑘 = 0, 𝑁min − 1 на значения
управления наложены суперэллипсоидальные ограничения:

(2) 𝒰(𝑘) = 𝐵𝑘

{︃
𝑥 ∈ R𝑛 :

𝑛∑︁
𝑖=1

⃒⃒⃒⃒
𝑥𝑖
𝑎𝑖(𝑘)

⃒⃒⃒⃒𝑟𝑘
⩽ 1

}︃
+ 𝑜𝑘.

Теорема 1. Пусть в системе (𝒜,𝒰) верно (2) и 𝑥0 ̸= 0. Тогда для
каждого 𝑁 ∈ N существует единственное решение системы⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

− 1

𝛼

⎛⎝𝑥0 + 𝑁∑︁
𝑗=1

A−1
𝑗,0𝑜𝑗−1

⎞⎠ =

=

𝑁∑︁
𝑗=1

𝐴−1
𝑗,0𝐵𝑗−1 diag(𝑎(𝑗 − 1))𝐼𝑞𝑘

(︁
diag(𝑎(𝑗 − 1))(𝐴−1

𝑗,0𝐵𝑗−1)
T𝜓(0)

)︁
‖diag(𝑎(𝑗 − 1))(𝐴−1

𝑗,0𝐵𝑗−1)
T𝜓(0)‖𝑞𝑘−1

𝑞𝑘

,

⟨𝜓(0), 𝜓(0)⟩ = 1, 𝛼 > 0.

При этом верно

1. 𝑁min = min{𝑁 ∈ N : 𝛼 < 1};

2. оптимальное по быстродействию управление для всех 𝑘 =
0, 𝑁 − 1 при 𝑁 = 𝑁min определяется из условий

𝜓(𝑘 + 1) =
(︁
𝐴−1(𝑘)

)︁T
𝜓(𝑘),

𝑢*(𝑘) = 𝛼
𝐵𝑘 diag(𝑎(𝑘))𝐼𝑞𝑘

(︁
diag(𝑎(𝑘))𝐵T

𝑘 𝜓(𝑘 + 1)
)︁

‖ diag(𝑎(𝑘))𝐵T
𝑘 𝜓(𝑘 + 1)‖𝑞𝑘−1

𝑞𝑘

+ (1− 𝛼)𝑜𝑘.
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Возможность использования теоремы 1 в случае произвольных гео-
метрических ограничений на управление сводится к использованию
методов суперэллипсоидальной аппроксимации множеств из последо-
вательности 𝒰 . Подробно данные методы рассмотрены в [1].

Для уточнения решения задачи быстродействия в сравнении с
[1] предлагается использовать суперэллипсоидальные аппроксимации
многократно.

Алгоритм 1. 1. Положить 𝑙 = 0, 𝑜(𝑙)𝑘 = 0 для всех 𝑘 ∈ N∪ {0}.

2. Построить суперэллипсоидальные аппроксимации 𝒰 (𝑙)(𝑘) в со-
ответствии с [1].

3. Вычислить время быстродействия 𝑁
(𝑙)
min и оптимальное управ-

ление {𝑢̂(𝑙)(𝑘)}𝑁
(𝑙)
min−1

𝑘=0 для системы
(︁
𝒜,𝒰 (𝑙)

)︁
согласно теореме 1.

4. Положить 𝑜
(𝑙)
𝑘 = 𝑢̂(𝑙)(𝑘), 𝑘 = 0, 𝑁

(𝑙)
min − 1, увеличить 𝑙 на 1 и

перейти к шагу 2.

4. Заключение

Построенный в работе алгоритм 1 позволяет улучшить решение за-
дачи быстродействия, полученное в [1,2]. Доказано, что он гарантиро-
ванно не ухудшает управление в смысле критерия качества. Актуаль-
ным является доказательство сходимости решения, полученного при
помощи алгоритма 1, к оптимальному.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда
(Проект № 25-21-00487), https://rscf.ru/project/25-21-00487/.
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The Algorithm for Solving Time-Optimization Problem for a
Discrete-Time Sytem Based on Superellipsoidal Approximations

V. M. Podgornaya, D. N. Ibragimov
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A time-optimization problem is solved for a linear discrete-time system
with constrained control. When superellipsoidal constraints are imposed
on the control, the solution is reduced to calculating a single root of a
system of algebraic equations. For a general system, an algorithm based on
superellipsoidal approximations is proposed.

УДК 519.977.3

О задаче противодействия наблюдателю с
псевдоизмерениями

А. П. Потапов, А. А. Галяев
ИПУ РАН, Москва, Россия

potapov@ipu.ru, galaev@ipu.ru

В работе рассматривается система из трех объектов на плоскости
— Атакующего, Защитника и Цели. Задачей Атакующего является
перехват Цели. Для этого он использует фильтр Калмана–Бьюси с
псевдонаблюдениями, восстанавливая состояние Цели по измерени-
ям ее пеленга. Защитник, в свою очередь, должен препятствовать
перехвату Цели, воздействуя на приемный канал Атакующего. Для
формирования траектории движения Защитника ставится задача
оптимального противодействия и находится условно-программное
управление, обеспечивающее максимальное удаление Атакующего
от Цели.

Ключевые слова: Оптимальное управление, управление наблюдени-
ями, фильтр Калмана, противодействие перехвату
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1. Описание динамической системы
Рассмотрим движение трех объектов в плоскости 𝑂𝑥𝑦. Динамика

каждого объекта описывается системой уравнений⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑥̇𝑞(𝑡) = 𝑣𝑥𝑞

(𝑡) + 𝑤𝑥𝑞
(𝑡),

𝑣̇𝑥𝑞
(𝑡) = 𝑢𝑥𝑞

(𝑡) + 𝑤𝑣𝑥𝑞(𝑡),

𝑦̇𝑞(𝑡) = 𝑣𝑦𝑞 (𝑡) + 𝑤𝑦𝑞 (𝑡),

𝑣̇𝑦𝑞 (𝑡) = 𝑢𝑦𝑞 (𝑡) + 𝑤𝑣𝑦𝑞(𝑡),

где 𝑞 — любой из символов 𝐴, 𝐷, 𝑇 , обозначающих, соответственно,
Атакующего, Защитника и Цель, а 𝑤 — случайный гауссовский про-
цесс.

Управление Цели 𝑢𝑥𝑇
(𝑡) = 𝑢𝑦𝑇 (𝑡) = 0 будем считать нулевым на

всем промежутке времени: 𝑢𝑇 (𝑡) = 0. После этого перейдем в относи-
тельные координаты 𝑒 и 𝜀:

𝑒 =

⎛⎜⎜⎝
𝑥𝐴 − 𝑥𝑇
𝑣𝑥𝐴
− 𝑣𝑥𝑇

𝑦𝐴 − 𝑦𝑇
𝑣𝑦𝐴 − 𝑣𝑦𝑇

⎞⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎝
𝑒𝑥
𝑣𝑥
𝑒𝑦
𝑣𝑦

⎞⎟⎟⎠ , 𝜀 =

⎛⎜⎜⎝
𝑥𝐴 − 𝑥𝐷
𝑣𝑥𝐴
− 𝑣𝑥𝐷

𝑦𝐴 − 𝑦𝐷
𝑣𝑦𝐴 − 𝑣𝑦𝐷

⎞⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎝
𝜀𝑥
𝜈𝑥
𝜀𝑦
𝜈𝑦

⎞⎟⎟⎠ ,

𝐹 =

⎛⎜⎜⎝
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0

⎞⎟⎟⎠ , 𝐵 =

⎛⎜⎜⎝
0 0
1 0
0 0
0 1

⎞⎟⎟⎠ .

Тогда уравнения динамики Цели и Защитника в относительных ко-
ординатах 𝑒 и 𝜀 имеют вид

(1)

{︃
𝑒̇ = 𝐹𝑒+𝐵𝑢𝐴 −𝐵𝑢𝑇 + 𝑤𝑒,

𝜀̇ = 𝐹𝜀+𝐵𝑢𝐴 −𝐵𝑢𝐷 + 𝑤𝜀,

где

𝑢𝐴 =

(︂
𝑢𝑥𝐴

𝑢𝑦𝐴

)︂
, 𝑢𝐷 =

(︂
𝑢𝑥𝐷

𝑢𝑦𝐷

)︂
, 𝑤𝑒 ∝ 𝒩 [0, 𝜎𝑒], 𝑤𝜀 ∝ 𝒩 [0, 𝜎𝜀]

Пусть атакующий игрок производит оценку относительного поло-
жения Цели. При этом единственной доступной измерению величиной
для него является пеленг Цели 𝜃𝑇 (𝑡) или Защитника 𝜃𝐷(𝑡):

𝜃𝑇 (𝑡) = 𝜙𝑇 (𝑡) + 𝛿(𝑡), 𝛿 ∝ 𝒩 [0, 𝜎𝛿],(2)
𝜃𝐷(𝑡) = 𝜙𝐷(𝑡) + 𝛿(𝑡), 𝛿 ∝ 𝒩 [0, 𝜎𝛿],(3)
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где
𝜙𝑇 (𝑡) = arctan

𝑒𝑥
𝑒𝑦
, 𝜙𝐷(𝑡) = arctan

𝜀𝑥
𝜀𝑦
.

Известно, что при динамике объекта наблюдений, описываемой
первым уравнением системы (1), и канале наблюдений, описывае-
мым уравнением (2), оказывается эффективным подход, использую-
щий псевдоизмерения [1, 2]. Положим также, что Атакующий в каж-
дый момент времени может с вероятностью 𝑝 измерить пеленг Цели
𝜃𝑇 , а с вероятностью 1 − 𝑝 — пеленг Защитника 𝜃𝐷, а для перехвата
использует закон наведения

𝑢𝐴(𝑡) = 𝜆𝑒(𝑡), 𝜆 ∈ R2×4.

В таком случае объединяя систему уравнений динамики (1) и урав-
нения фильтра, можно получить замкнутую систему стохастических
дифференциальных уравнений в виде

(4)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑒̇ = 𝐹𝑒+𝐵𝜆𝑒−𝐵𝑢𝑇 + 𝑤𝑒,

𝜀̇ = 𝐹𝜀+𝐵𝜆𝑒+𝐵𝑢𝐷 + 𝑤𝜀,
˙̂𝑒 = (𝐹 +𝐵𝜆)𝑒−𝐵𝑢𝑇−

− 1
𝑟𝜎𝛿

𝛾

[︂
𝑞 𝐻𝑇 (𝜃𝑇 )𝐻(𝜃𝑇 )𝑒+ (1− 𝑞)𝐻𝑇 (𝜃𝐷)𝐻(𝜃𝐷)𝜀

]︂
,

𝛾̇ = 𝐹𝛾 + 𝛾𝐹𝑇−
− 1
𝑟𝜎𝛿

𝛾

[︂
𝑞 𝐻𝑇 (𝜃𝑇 )𝐻(𝜃𝑇 ) + (1− 𝑞)𝐻𝑇 (𝜃𝐷)𝐻(𝜃𝐷)

]︂
𝛾 + 𝜎𝑒,

где 𝐻(𝜃) =
(︀
− cos 𝜃 0 sin 𝜃 0

)︀
.

2. Постановка задачи
Для системы (4) ставится следующая
Задача 1. Для системы (4), 𝑡 ∈ [0, 𝑡*], требуется найти управление

𝑢𝐷(𝑡) : |𝑢𝐷| ⩽ κ, которое доставляет максимум критерию

(5) 𝐽 [𝑒] = E
(︁
𝑒𝑇 (𝑡*)𝑒(𝑡*)

)︁
при

E 𝑒(0) = 𝜇𝑒(0), E 𝜀(0) = 𝜇𝜀(0),
E 𝑒(0) = 𝜇̂𝑒(0), E 𝛾(0) = 𝜇𝛾(0),

var 𝑒(0) = Σ𝑒(0), var 𝜀(0) = Σ𝜀(0),

cov
{︁
𝛾𝑖𝑗(0), 𝛾

𝑘
𝑙 (0)

}︁
= Γ𝑖𝑘𝑗𝑙 (0).
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Оптимальное управление в задаче 1 удается найти в классе условно-
программных, переходя к детерминированной системе уравнений ма-
тематических ожиданий и дисперсий случайных процессов системы (4)
и решая для нее задачу оптимального управления. Вид закона управ-
ления в последней можно получить аналитически, а его конкретная
реализация при заданных начальных условиях может быть получена
методом последовательных приближений.
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On on the Counteractions Against an Observer with
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The paper considers a system of three objects on a plane: Attacker,
Defender and Target. Attacker’s goal is to intercept the Target. To do
this, it uses a Kalman–Busy filter with pseudomeasurements, estimating
the Target’s state by measuring its bearing. Defender must prevent the
interception by affecting the Attacker’s receptoion channel. To form the
trajectory of the Defender, the optimal counteraction problem is set and
conditional program control is used to maximize distance of Attacker from
the Target.
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О параметрах компенсирующих устройств при перемещении
космического аппарата с солнечным парусом вдоль леерной

связи

А. В. Родников
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Влияние движения космического аппарата с солнечным парусом
вдоль троса, соединяющего гелиоцентрические космические стан-
ции на взаимное расположение этих станций может быть компен-
сировано дополнительными неизменно ориентированными солнеч-
ными парусами.

Ключевые слова: солнечный парус, космическая тросовая система

Изучается относительное движение космической тросовой системы,
состоящей из двух тяжелых космических станций, описывающих одну
гелиоцентрическую круговую орбиту и соединенных тросом, вдоль ко-
торого может перемещаться легкий космический аппарат (КА), осна-
щенный солнечным парусом (СП). Рассматривается ситуация, когда
радиус орбиты близок к 1 а.е., расстояние между станциями не превы-
шает 200 км, отношение 𝑒 этого расстояния к длине троса меньше 1, а
сам трос принимается невесомым, нерастяжимым и абсолютно гибким,
то есть реализующим так называемую леерную связь, отношение мас-
сы КА к сумме масс станций 𝜀 ⩽ 0.005, парусность, то есть отношение
площади СП к массе КА не меньше 1 м2/кг. Нетрудно убедиться в том,
что если при движении КА трос натянут, станции будут достаточно
быстро сближаться, несмотря на объективную малость действующих
сил.

В [2] показано, что если СП во все время движения КА ортогона-
лен солнечным лучам, то станции можно оснастить дополнительными
солнечными парусами, которые можно развернуть так, что расстоя-
ние между станциями в конце движения КА будут таким же, как и
в начале. Однако, тот же самый подход можно применить и в слу-
чае достаточно произвольного закона управления положением СП по
отношению к направлению солнечных лучей. Прежде всего, заметим,
что возможности каждого конкретного солнечного паруса можно опре-
делить некоторой безразмерной функцией, выражающей зависимость
между величиной силы солнечной радиации, действующей на парус, и
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углом между этой силой и направлением солнечных лучей. Будем на-
зывать эту функцию Базовой калибровочной характеристикой (БКХ).

Обозначим БКХ входящих в рассматриваемую систему парусов че-
рез 𝑓𝑖(𝛾), где 𝑖 = 0 соответствует основному СП, а 𝑖 = 1, 2 — парусам,
установленным на станциях, 0 ⩽ 𝛾 ⩽ 𝛾𝑖,𝑚𝑎𝑥 < 𝜋/2, 𝛾𝑖,𝑚𝑎𝑥 — максималь-
но возможный угол наклона силы солнечной радиации, действующей
на 𝑖-й парус. При этом величину силы солнечной радиации 𝐹𝑖, дей-
ствующей на 𝑖-й парус под углом 𝛾 к направлению солнечных лучей
будем вычислять по формуле

(1) 𝐹𝑖 = 𝐹𝑖,𝑚𝑎𝑥𝑓𝑖(𝛾),

где 𝐹𝑖,max — максимально возможная величина сила солнечной радиа-
ции, действующая на 𝑖-й парус. Заметим, что как следует из [1], если
𝑖-й парус является идеально отражающим зеркалом, то 𝑓𝑖(𝛾) = cos2 𝛾.

Будем рассматривать относительные перемещения только в плос-
кости орбиты станций. Перемещение КА с СП может влиять на поло-
жение станций только если трос натянут. В каждый такой момент КА с
СП находится в некоторой точке границы эллипса с эксцентриситетом
𝑒 и фокусами в точках закрепления троса. Пусть 𝜓 — эксцентриче-
ская аномалия этой точки. Ограничимся рассмотрением только таких
ситуаций, когда при движении КА вдоль границы такого эллипса по-
ложение СП определяется только координатой 𝜓. Предположим, что
КА начинает движение из точки 𝜓0 в точку 𝜓1, причем закон управ-
ления ориентацией основного СП определяется некоторой функцией
𝛾(𝜓). Кроме того, пусть в начальный момент момент станции нахо-
дятся на своей первоначальной орбите. Заметим, что траектория КА
в орбитальной системе отсчета не является дугой эллипса, так как ве-
личина 𝑒 меняется в процессе движения.

Попробуем подобрать параметры дополнительных парусов таким
образом, чтобы их ориентация по отношению к направлению солнеч-
ных лучей была неизменной во все время перемещения КА, а расстоя-
ние между станциями в момент достижения КА точки 𝜓1 было таким
же, как в начале движения. Для этого, также как и в [2], запишем об-
щие уравнения движения, выразим из них старшие производные обоб-
щенных переменных. Далее, пусть 𝑒 = sin𝛽, причем 𝛽 = 𝛽0 + 𝜀𝛽1, а
sin𝛽0 — начальное значение 𝑒. Кроме того, пусть 𝜀𝜙1 — угол пово-
рота отрезка, соединяющего станции, по отношению к касательной к
их первоначальной орбите. Удержав в уравнениях движения только
старшие слагаемые в разложениях правых частей по 𝜀, заметим, что
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уравнение для координаты 𝜓 будет таким же, как если бы станции бы-
ли неподвижны в инерциальной системе отсчета, а на КА действовала
бы только сила солнечной радиации и реакция троса. Интегрируя это
уравнение, можно получить соотношение

(2) 𝜓′2 = 𝐺(𝛾(𝜓), 𝜓0, 𝜓1),

где штрих обозначает производную по некоторому безразмерному вре-
мени. Далее, рассматривая только движения с монотонным изменени-
ем переменной 𝜓, уравнения для 𝛽1 и 𝜙1 можно привести к виду

(3)

√
𝐺
𝑑

𝑑𝜓

(︂√
𝐺
𝑑𝛽1
𝑑𝜓

)︂
=𝐾11

𝐹2,𝑚𝑎𝑥𝑓2(𝛾2) cos𝛾2−𝐹1,𝑚𝑎𝑥𝑓1(𝛾1) cos𝛾1
𝐹0,𝑚𝑎𝑥

−𝐾12,

√
𝐺
𝑑

𝑑𝜓

(︂√
𝐺
𝑑𝜙1

𝑑𝜓

)︂
=𝐾21

𝐹1,𝑚𝑎𝑥𝑓1(𝛾1) sin𝛾1−𝐹2,𝑚𝑎𝑥𝑓2(𝛾2) sin𝛾2
𝐹0,𝑚𝑎𝑥

−𝐾22,

где 𝐾𝑖𝑗 зависят от 𝜓 и постоянных 𝜓0, 𝜓1, 𝛽0, причем 𝛾1 и 𝛾2 — искомые
постоянные углы наклона сил солнечной радиации, действующих на
дополнительные паруса. Для достижения поставленной цели необходи-
мо выполнение равенств 𝛽1(𝜓0) = 𝛽1(𝜓1) = 0. Потребуем также выпол-
нения аналогичных соотношений для 𝜙1, то есть 𝜙1(𝜓0) = 𝜙1(𝜓1) = 0.
Интегрируя (3) с учетом этих краевых условий, получим алгебраиче-
ские уравнения для определения 𝛾1 и 𝛾2.
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The influence of a sailed spacecraft motion along a tether, connecting
heliocentric space stations, on the relative locations of these stations can
be compensated by additional, constantly oriented solar sails.
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Использование скользящего управления с изменяющейся
поверхностью для построения магнитного управления

ориентацией спутника
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ИПМ им. М.В. Келдыша РАН, Москва, Россия
rolduginds@keldysh.ru, yarmashtakov@keldysh.ru

В работе строится скользящее управление ориентацией космиче-
ского аппарата. Управление осуществляется с помощью магнит-
ных катушек, что накладывает ограничение на направление век-
тора управляющего момента — он должен быть перпендикулярен
вектору геомагнитной индукции. Чтобы получить такое управле-
ние, классическая линейная скользящая поверхность оснащается
дополнительным слагаемым. Разработана процедура расчета это-
го слагаемого на последовательных тактах управления. Работоспо-
собность управления проверена при моделировании стабилизации
в инерциальных и орбитальных осях.

Ключевые слова: магнитное управления, скользящее управление,
спутник, ориентация

1. Введение
Ключевой проблемой на пути использования магнитной системы

ориентации является ограничение на направление управляющего мо-
мента, который оказывается перпендикулярен вектору геомагнитной
индукции. Факт управляемости такой системы доказан, но возника-
ют серьезные помехи на пути практической реализации управления. В
работе предлагается использовать скользящее управление, учитывая
при этом тот факт, что задача стабилизации космического аппарата в
заданном положении заменяется на задачу стабилизации на поверхно-
сти, при движении которой нужный конечный результат обеспечива-
ется естественным образом. Это вносит некоторую свободу в постро-
ение управления, которую можно использовать, чтобы рассчитанный
управляющий момент был перпендикулярен вектору геомагнитной ин-
дукции. При этом желательно сохранить вычислительную простоту
процедуры поиска управления, ограничиваясь набором нескольких по-
следовательных вычислений без подключения оптимизационных, ите-
рационных и т.п. процедур.

2. Основной результат
В работе предлагается использовать скользящую поверхность вида
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x = 𝜆𝜔𝜔 + 𝜆𝑆S+ 𝜆𝑞𝑞0q
⊥.

Здесь 𝜔 — угловая скорость космического аппарата, S = 4𝑞0q
характеризует ошибку ориентации относительно требуемой в терми-
нах скалярной и векторной частей кватерниона ориентации, q⊥ — до-
полнительный член, перпендикулярный векторной части кватерниона.
Его выбор позволяет строить поверхность так, чтобы на каждом такте
управления момент был перпендикулярен вектору геомагнитной ин-
дукции.

Подбор члена q⊥ требует либо задания его как функции состояния
аппарата и времени, либо пошагового расчета на каждой итерации.
Был выбран второй путь, при котором производная дополнительного
члена аппроксимируется в виде конечной разности

q̇⊥
𝑘 ≈

q⊥
𝑘−2 − 4q⊥

𝑘−1 + 3q⊥
𝑘

2ℎ
.

Подстановка уравнения поверхности в уравнения движения при-
водит к выражению для вычисления управляющего момента M =
a − Cq⊥

𝑘 , в котором вектор a и матрица C известны — они зависят
от текущего вектора состояния и величин дополнительного члена на
предыдущих итерациях. Вектор M должен быть перпендикулярен век-
тору индукции. Кроме того, вектор q⊥ должен быть перпендикулярен
вектору кватерниона. Получается, на три компоненты q⊥ накладыва-
ются два ограничения.

Рис. 1: Геометрия ограничений
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Теоретически, найти этот вектор можно. Возникают, однако, прак-
тические ограничения, связанные с реальными условиями реализации
управления. В итоге получается обратная ситуация: ограничений боль-
ше, чем искомых параметров, но зачастую удовлетворить им можно.
Рис. 1 показывает геометрию возникающих ограничений. Плоскость
П перпендикулярна векторной части кватерниона ориентации, так что
q⊥ должен лежать в этой плоскости. Конус К отвечает условию пер-
пендикулярности векторов индукции и управления. Пересечение П и
К дает искомые решения. Однако, для пересечения необходимо увели-
чивать q⊥, что практически невозможно. В работе построения геомет-
рическая процедура вычисления q⊥, основанная на рис. 1.

Результат моделирования движения типового аппарата массой в
несколько десятков килограмм приведен на рис. 2.

Рис. 2: Стабилизация в орбитальной системе координат

В первом сценарии учитывается влияние основных возмущений —
аэродинамического момента, остаточного дипольного момента, случай-
ных неизвестных моментов. Во втором учитывается неточность зна-
ния моментов инерции (величины главных моментов отличаются на
5%, направления осей известны с ошибкой 5°). Третий, наиболее реа-
листичный, сценарий вводит ошибки определения (0.5° постоянной и
нормально распределенной ошибки, аналогично 0.5·10-4 с−1 по угло-
вой скорости), в четвертом и пятом ошибка увеличивается в 2 и 4 раза
соответственно.

3. Заключение

В докладе показана успешная реализация магнитного управления
ориентацией, основанная на скользящем управлении. Управление стро-
ится таким образом, чтобы быть реализуемым магнитными катушка-
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ми, и позволяет добиться точности ориентации около 6-10° в реали-
стичном сценарии моделирования в инерциальных осях и 6-12° в орби-
тальных осях.

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (Проект
№ 22-71-10009-П), https://rscf.ru/project/22-71-10009-П/.

Using Sliding Mode Control With Varying Surface to Overcome
Magnetic Attitude Control Local Underactuation Problem

D. S. Roldugin, Y. V. Mashtakov
Keldysh Institute of Applied Mathematics, Moscow, Russia

rolduginds@keldysh.ru, yarmashtakov@keldysh.ru

In this paper, sliding mode control is constructed for three axis magnetic
attitude stabilization of a spacecraft. The varying linear sliding surface
allows construction of a control that is guaranteed to be perpendicular to
the geomagnetic induction vector.
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Устойчивость и динамика реакционно-диффузионной
модели распространения вирусной инфекции с учетом

влияния температуры тела

К. А. Рюмина
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НИИ медицины труда им. академика Н. Ф. Измерова, Москва, Россия
ryumina-ka@rudn.ru

В работе представлена математическая модель распростране-
ния респираторной вирусной инфекции с учетом влияния тем-
пературы. Модель построена на основе системы нелинейных
реакционно-диффузионных уравнений с запаздыванием, описыва-
ющих пространственно-временное распределение вирусных частиц,
инфицированных и неинфицированных клеток. Температура вклю-
чена как переменная, зависимая от вирусной нагрузки, которая
влияет на скорость репликации, коэффициент инфицируемости и
скорость деградации вирусных частиц. Проведен анализ стационар-
ных состояний и исследована их устойчивость, выявлен критиче-
ский параметр (число репликации вируса), определяющий переход
между подавлением и развитием инфекции. Получены оценки ско-
рости распространения и полной вирусной нагрузки в зависимости
от температуры.

Ключевые слова: реакционно-диффузионная ситема, устойчивость,
нелинейная динамика

1. Введение
Математическое моделирование позволяет детально исследовать

механизмы распространения вирусной инфекции и оценивать влияние
иммунных факторов на динамику заболевания. Одним из важных за-
щитных механизмов организма является повышение температуры те-
ла, оказывающее влияние как на активность иммунной системы, так
и на скорость репликации вируса. Математические модели инфекци-
онного процесса с учетом температурных эффектов рассматривались,
в частности, в работе [1]. Реакционно–диффузионные модели распро-
странения вирусной инфекции и иммунного ответа исследованы в ряде
работ [2, 3].

В настоящей работе предлагается математическая модель распро-
странения вирусной инфекции внутри инфицированной ткани, учиты-
вающая температурную регуляцию организма. Целью работы являет-
ся исследование динамических режимов системы, анализ устойчивости
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стационарных состояний и изучение волновых режимов распростране-
ния инфекции.

2. Основной результат
Рассматривается следующая система уравнений:

𝜕𝑈

𝜕𝑡
= 𝜆(𝑈0 − 𝑈)− 𝑎(𝑇 )𝑈𝑉,

𝜕𝐼

𝜕𝑡
= 𝑎(𝑇 )𝑈𝑉 − 𝛽𝐼,

𝜕𝑉

𝜕𝑡
= 𝐷

𝜕2𝑉

𝜕𝑥2
+ 𝑏(𝑇 )𝐼(𝑡− 𝜏)− 𝜎(𝑇 )𝑉,

𝑑𝑇

𝑑𝑡
= 𝛼𝑇 (𝑇𝑠(𝑉 )− 𝑇 ),

где 𝑈(𝑥, 𝑡), 𝐼(𝑥, 𝑡), 𝑉 (𝑥, 𝑡) — концентрации неинфицированных клеток,
инфицированных клеток и вирусных частиц соответственно, 𝑇 (𝑡) —
локальная температура ткани. Функции 𝑎(𝑇 ), 𝑏(𝑇 ), 𝜎(𝑇 ) описывают
температурную зависимость коэффициентов инфицирования, репли-
кации и деградации вируса.

Температура определяется через интегральную вирусную нагрузку

(1) 𝑇𝑠 = 𝑇𝑛 +
∆𝑇𝐽(𝑉 )

𝑘 + 𝐽(𝑉 )
, 𝐽(𝑉 ) =

+∞∫︁
−∞

𝑉 d𝑥.

Был получен параметр репликации вируса

(2) 𝑅 =
𝑎0𝑏0𝑢0
𝛽𝜎0

Исследована устойчивость стационарных решений. Установлено,
что при 𝑅 < 1 является устойчивым состояние соответствующее от-
сутствию инфекции, а при 𝑅 > 1 возникает стационарное состояние с
распространением вирусной нагрузки.

Исследованы решения типа бегущих волн, описывающие распро-
странение инфекции в ткани. Получены нелинейные соотношения, свя-
зывающие скорость волны, полную вирусную нагрузку и температур-
ные параметры системы. Показано, что существование волновых ре-
шений определяется условием 𝑅 > 1, а скорость распространения ин-
фекции зависит от температурных коэффициентов модели.
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3. Заключение

Построена и исследована нелинейная реакционно-диффузионная
модель распространения вирусной инфекции с температурной обрат-
ной связью. Получены условия существования стационарных режимов,
исследована их устойчивость и изучены волновые режимы распростра-
нения инфекции. Показано, что температурные эффекты существенно
влияют на динамику инфекционного процесса и могут приводить к
подавлению инфекции при определенных параметрах модели.

Работа выполнена при поддержке Минобрнауки РФ в рамках государственного
задания (Проект № FSSF-2026-0013).
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Stability and Dynamics of the Reaction-Diffusion Model for the
Spread of Viral Infection With the Influence of Body
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This paper presents a mathematical model of the spread of a respiratory
viral infection with the influence of temperature. The model is constructed
using a system of nonlinear reaction-diffusion equations with delay describ-
ing the spatiotemporal distribution of viral particles and infected and
uninfected cells. Temperature is included as a variable dependent on viral
load, influencing on the replication rate, infectivity coefficient, and degrad-
ation rate of viral particles. A steady-state analysis was conducted, their
stability was investigated, and a critical parameter (the viral replication
number) was identified that determines the transition between infection
suppression and progression. Estimations for the spread rate and total
viral load were obtained as a function of temperature.
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Для интегрируемого случая Ковалевской–Чаплыгина–Горячева–
Яхьи динамики твердого тела получена явная параметризация дис-
криминантной поверхности алгебраической кривой, определяемой
𝐿–𝐴 парой А. В. Цыганова.

1. Введение
В аналитической динамике твердого тела интегрируемый случай

Ковалевской–Чаплыгина–Горячева–Яхьи описывается в переменных
𝑀 = (𝑀1,𝑀2,𝑀3) (кинетический момент) и 𝛼 = (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3) (ком-
поненты единичного вектора вертикали) системой уравнений:

𝑀̇ = 𝑀 × 𝜕𝐻

𝜕𝑀
+𝛼× 𝜕𝐻

𝜕𝛼
, 𝛼̇ = 𝛼× 𝜕𝐻

𝜕𝑀
,

где гамильтониан имеет вид:

𝐻 =
1

4
(𝑀2

1 +𝑀2
2 ) +

1

2
(𝑀3 − 𝜆)2 + 𝑐1𝛼1 + 𝑐2𝛼2

+𝑐3(𝛼
2
1 − 𝛼2

2) + 2𝑐4𝛼1𝛼2 + 𝛿
𝛼2

𝛼2
3

.

На нулевом уровне интеграла площадей система обладает дополни-
тельным интегралом четвертой степени [1]:

(1)

𝐹 =
[︁
1
4 (𝑀

2
1 −𝑀2

2 )− 𝑐1𝛼1 + 𝑐2𝛼2 + 𝑐3𝛼
2
3 − 𝛿 (𝛼

2
1−𝛼2

2)

𝛼
2
3

]︁2
+
[︁
1
2𝑀1𝑀2 − 𝑐1𝛼2 − 𝑐2𝛼1 + 𝑐4𝛼

2
3 − 2𝛿 𝛼1𝛼2

𝛼
2
3

]︁2
+2𝜆(𝑀3 − 2𝜆)

[︁
1
4 (𝑀

2
1 +𝑀2

2 ) +
(︁
1 + 𝛼

2

𝛼
2
3

)︁
𝛿
]︁

−2𝜆𝛼3

[︀
(𝑐1 + 𝑐3𝛼1 + 𝑐4𝛼2)𝑀1 + (𝑐2 − 𝑐3𝛼2 + 𝑐4𝛼1)𝑀2

]︀
.
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История вопроса появления дополнительного интеграла (1) кратко из-
ложена в [2]. В работах [3,4] приведена другая форма дополнительного
интеграла 𝐾, который выражается через 𝐹 следующим образом:

(2) 𝐾 = 𝐹 + (𝛿 + 𝜆2)(2𝐻 + 𝜆2)− (𝛿 − 𝜆2)2 − 1

2
(𝑐21 + 𝑐22)𝛼

2.

С интегралом 𝐾 связана спектральная кривая, играющая ключевую
роль в представлении Лакса системы [3,4]:

(3) 𝜁2 + 𝑑1𝜁 + 𝑑0 = 0,

где коэффициенты 𝑑1 и 𝑑0 с учетом (2) имеют вид:

𝑑1 = 𝑧6 − 4(2ℎ+ 𝜆2)𝑧4 + 32𝑎2(𝑐21 + 𝑐22)(𝛿 − 𝜆2)

+16𝑧2
[︁
𝑓 + (𝛿 + 𝜆2)(2ℎ+ 𝜆2)− (𝛿 − 𝜆2)2 − 1

2 (𝑐
2
1 + 𝑐22)𝑎

2
]︁
,

𝑑0 = 16
[︁
(𝑐21 + 𝑐22)

2 + 2
[︀
(𝑐21 − 𝑐22)𝑐3 + 2𝑐1𝑐2𝑐4

]︀
𝑧2 + (𝑐23 + 𝑐24)𝑧

4
]︁

×
[︀
(𝑧 − 2𝜆)2 − 4𝛿

]︀[︀
(𝑧 + 2𝜆)2 − 4𝛿

]︀
𝑎4.

2. Основной результат

Дискриминантная поверхность определяется как множество зна-
чений параметров (𝑓, ℎ, 𝑐1, 𝑐2, 𝑐3, 𝑐4, 𝜆, 𝛿), при которых алгебраическая
кривая (3) имеет особые точки. Это условие эквивалентно системе
уравнений: 𝒟(𝑧) = 𝒟′(𝑧) = 0, где 𝒟(𝑧) = 𝑑21 − 4𝑑0 — дискриминант
квадратного (по 𝜁) уравнения кривой (3). Представим дискриминант в
виде 𝒟(𝑧) = 𝑧2ℛ(𝑠), введя параметр 𝑠 = −4𝑧2. Поскольку точка 𝑧0 = 0
всегда является особой, основной интерес представляют особые точки,
соответствующие кратным корням многочлена ℛ(𝑠). Введем следую-
щие обозначения:

(4)

𝑃 = 𝑢2 + 𝑣2, 𝑄 = (𝑠+ 𝛿)2 + 2(𝑠− 𝛿)𝜆2 + 𝜆4,

𝑢 = 𝑐21 − 𝑐22 − 4𝑐3𝑠, 𝑣 = 2(𝑐1𝑐2 − 2𝑐4𝑠),

𝑤 = 𝑎2(𝑐21 + 𝑐22)(𝑠+ 𝛿 − 𝜆2)
−2𝑠

[︀
𝑓 + 𝑠2 − 𝛿2 + (𝑠+ 3𝛿)𝜆2 + 2ℎ(𝑠+ 𝛿 + 𝜆2)

]︀
.

Тогда условие ℛ(𝑠) = 0 эквивалентно соотношению:

(5) 𝑤2 = 𝑎4𝑃𝑄.
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Система уравнений ℛ(𝑠) = ℛ′(𝑠) = 0 с учетом (5) позволяет выра-
зить 𝑓 и ℎ через параметр 𝑠, что приводит к явной параметризации
дискриминантной поверхности алгебраической кривой (3) в виде:

𝑓 = 𝑄+ 𝑎2

(︁
𝑐21 + 𝑐22

)︁ [︁
(𝑠+ 𝛿)2 − 2𝑠𝜆2 − 𝜆4

]︁
2𝑠2

+
𝑎4
(︁
4𝛿𝜆2𝑠𝑃 −

[︁
(𝑐21 − 𝑐22)𝑢+ 2𝑐1𝑐2𝑣

]︁
(𝑠+ 𝛿 + 𝜆2)𝑄

)︁
2𝑠2𝑤

,

ℎ = −𝑠− 𝜆2

2
+
𝑎2
(︁
𝑐21 + 𝑐22

)︁(︁
𝜆2 − 𝛿

)︁
4𝑠2

+
𝑎4
(︁[︁

(𝑐21 − 𝑐22)𝑢+ 2𝑐1𝑐2𝑣
]︁
𝑄− 𝑠(𝑠+ 𝛿 + 𝜆2)𝑃

)︁
4𝑠2𝑤

,

где величины 𝑃,𝑄, 𝑢, 𝑣 определяются согласно (4), а 𝑤 — согласно (5).
Полученная параметризация справедлива при условии, когда эллип-
тическая кривая, заданная уравнением (5), не имеет точек ветвления.
Это равносильно отсутствию кратных корней многочлена 𝑃𝑄, то есть
его неприводимости к полному квадрату другого многочлена. Особые
случаи возникают при выполнении условий

(𝑐21 − 𝑐22)𝑐4 = 2𝑐1𝑐2𝑐3 или 𝛿𝜆 = 0,

либо при их совместном выполнении.

3. Заключение

Дискриминантная поверхность алгебраической кривой, соответст-
вующей представлению Лакса, как правило, содержит бифуркацион-
ную диаграмму интегрального отображения. Полученная явная пара-
метризация этой поверхности открывает возможность детального ис-
следования фазовой топологии всего интегрируемого семейства Кова-
левской–Чаплыгина–Горячева–Яхьи. В частности, она может быть ис-
пользована для анализа бифуркаций торов Лиувилля в компактном
случае и цилиндров в некомпактном.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда
(Проект № 25-21-00086), https://rscf.ru/project/25-21-00086/ в Московском физико-
техническом институте (национальном исследовательском университете).
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Анализ устойчивости по приращениям системы успокоения
качки при помощи бортовых рулей на малых скоростях
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АО Навис, Санкт-Петербург, Россия1
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Рассматривается нелинейная задача демпфирования качки на ма-
лой скорости хода при помощи бортовых рулей. Существенная
нелинейность возникает в управляющем моменте за счет сил вяз-
кого трения, а в качестве управления предлагается простой линей-
ный регулятор. В докладе рассматривается вопрос устойчивости
представленной системы успокоения бортовой качки, основанной
на двух управляемых рулях нулевой скорости, под действием огра-
ниченного волнового возмущения.

Ключевые слова: бортовая качка, демпфирование качки, рули ну-
левой скорости, устойчивость по приращениям

1. Введение

Существуют различные средства демпфирования качки судов [1,2].
Бортовые рули нулевой скорости хода достаточно широко использу-
ются в последние годы для демпфирования качки на малых ходах,
но имеют существенную нелинейность и эффективны только в случае
быстродействующего привода [3, 4]. Работа посвящена анализу устой-
чивости замкнутой системы при действии возмущений.

2. Постановка задачи

Объект управления описывается линейным уравнением:

(1) 𝜃 + 2𝑛𝜃𝜃 + 𝜔2
0𝜃 = 𝑚𝑢(𝑡) +𝑚𝑤(𝑡),

где 𝜃 — угол крена; 𝑛𝜃, 𝜔0 – параметры объекта; 𝑚𝑢(𝑡) — нормиро-
ванный управляющий момент; 𝑚𝑤(𝑡) — нормированный возмущающий
момент. Управляющий момент имеет существенную нелинейность [3,4]:

(2) 𝑚𝑢(𝑡) ≈ ℎ(𝛿̇𝑓 ),

где 𝛿̇𝑓 — угловая скорость перекладки бортового руля; ℎ — нелиней-
ность бортового руля, обусловленная вязким сопротивлением среды.
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Замкнутая система с учетом линейного закона управления и дина-
мики привода может быть переписана в форме Лурье:

(3)
𝜃 + 2𝑛𝜃𝜃 + 𝜔2

0𝜃 = ℎ(𝛿̇𝑓 ) +𝑚𝑤(𝑡),

𝛿̇𝑓 (𝑡) = −𝑐𝛿𝑓 (𝑡)− 𝑘𝑝𝜃(𝑡)− 𝑘𝑑𝜃(𝑡).
где 𝑘𝑝, 𝑘𝑑, 𝑐 — параметры регулятора.

Требуется исследовать устойчивость замкнутой системы в услови-
ях возмущений. В теории устойчивости известен критерий абсолютной
устойчивости Попова. Проблема использования данного критерия на-
прямую для системы (3) заключается в том, что он справедлив для
невозмущенных систем, в то время как судно все время находится под
действием различных внешних сил.

Гораздо более значимым свойством для систем, подверженных воз-
мущениям, является то, что было изначально введено Б. П. Демидо-
вичем как «конвергентная динамика» [5] и в современной литературе
известно как (экспоненциальная) устойчивость по приращениям [6].

3. Основной результат
Рассмотрим устойчивость замкнутой системы с точки зрения тео-

рии устойчивости по приращениям. Передаточная функция замкнутой
системы от нелинейности ℎ к угловой скорости перекладки 𝛿̇𝑓

𝑊 (𝑠) = − 𝑠

𝑠+ 𝑐

𝑘𝑑𝑠+ 𝑘𝑝

𝑠2 + 2𝑛𝜃𝑠+ 𝜔2
0

,

Лемма 1. Пусть замкнутая система гурвицева и выполнено сле-
дующее условие в частотной области:

Re𝑊 (𝑗𝜔) <
1

𝑘𝑓
∀𝜔 ∈ R.

Тогда система Лурье (3) устойчива по приращениям для любой
нелинейной функции ℎ, удовлетворяющей секторному ограничению:

0 ⩽
ℎ(𝜔1)− ℎ(𝜔2)

𝜔1 − 𝜔2

⩽ 𝑘𝑓 ,

где 𝑘𝑓 — коэффициент угла наклона верхней границы сектора.
Важное следствие Леммы 1: если решение системы (3) непрерывно

зависит от возмущения, то существуют константы 𝐶1, 𝐶2 > 0, что:

‖∆𝑥(𝑡)‖ ⩽ 𝐶1𝑒
−𝜀𝑡‖∆𝑥(0)‖+ 𝐶2 sup

𝑠∈[0,𝑡]

‖∆𝑤(𝑠)‖
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для любых двух траекторий 𝑥(𝑡) и 𝑥̃(𝑡), соответствующих возмущениям
𝑤(𝑡) и 𝑤̃(𝑡). В частности, если ℎ(0) = 0, то, подставляя 𝑥̃ = 0 и 𝑤̃ = 0:

‖𝑥(𝑡)‖ ⩽ 𝐶1𝑒
−𝜀𝑡‖𝑥(0)‖+ 𝐶2 sup

𝑠∈[0,𝑡]

‖𝑤(𝑠)‖.

4. Заключение

Рассмотрена задача демпфирования качки при помощи линейного
закона управления. Показано, что в данном случае нелинейная система
сводится к системе Лурье. На основе теории устойчивости по прираще-
ниям записано условие устойчивости замкнутой системы при наличии
возмущений.
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Incremental Stability Analysis of the Roll Damping System
Using Fins Zero Speed
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The nonlinear problem of roll damping at low speed using fins is
considered. Significant nonlinearity occurs in the control moment due to
viscous friction forces, and a simple linear regulator is proposed as a control.
The report examines the issue of stability of the presented roll damping
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system based on two controlled zero-speed fins under the influence of a
limited wave disturbance.
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Отказоустойчивость в условиях цифрового моделирования
с применением Smart Robot Car Kit v 3.0

А. А. Саломатин, А. В. Рожнов
ИПУ РАН, Москва, Россия
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Исследуется проблема обеспечения отказоустойчивости автоном-
ных робототехнических комплексов при разработке и реализации
полуавтономных функций. Обосновывается введение избыточности
при многоуровневом описании новых задач цифрового моделиро-
вания на основе использования Smart Robot Car Kit для больших
массивов данных.

Ключевые слова: отказоустойчивость, отказобезопасность, полуав-
тономные функции, автономные роботехнические комплексы, «ар-
тефакты» цифрового моделирования, Smart Robot Car Kit

1. Введение

При использовании сложных сред эмуляции взаимодействия чело-
века-оператора и передовых автономных роботехнических комплексов
(РТК) в практике последующей опытной эксплуатации таковых до-
вольно часто возникают ситуации существенного расхождения в их
ожидаемом поведении, в том числе при организации группового управ-
ления. Одним из наиболее интересных направлений совершенствова-
ния инструментария цифрового моделирования подобных сложных
систем является обоснованное применение физико–информированных
(Physics-informed neural networks, PINNs) искусственных нейронных
сетей [1]. Целью исследования является обоснование и разработка ин-
теллектуальных интеграционных компонентов, обеспечивающих реа-
лизацию полуавтономных функций при возникновении «артефактов»
цифрового моделирования. При этом, неоспоримое значение приобре-
тает свойство отказоустойчивости такой сложной системы, сохранять
работоспособность в ожидаемых условиях эксплуатации после отказа
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одного или нескольких составных компонентов. Одним из ключевых
средств обеспечения отказоустойчивости является введение избыточ-
ности, в том числе при многоуровневом описании новых задач циф-
рового моделирования для больших массивов данных на базе Smart
Robot Car Kit.

2. Основной результат

В общем виде исследуется свойство отказоустойчивости как суще-
ственная составляющая меры эффективности «неокончательных» ре-
шений группового управления избыточностью, которые принимаются
в некоторый интервал времени. В рассматриваемых случаях подразу-
мевается плавная деградация ресурсов при реализации полуавтоном-
ной функции РТК. Основное содержание совокупности задач группо-
вого управления включает здесь описание и интерпретацию суррогат-
ных моделей в случаях обнаружения «артефактов» цифрового модели-
рования при пополнении перечня отказов полуавтономных функций.

Таким образом, требуется сформировать набор локальных моде-
лей многорядной структуры принятия «неокончательных» решений
посредством реализации PINNs при коррекции описания и в возни-
кающих нештатных ситуациях группового управления автономными
РТК.

3. Особенности применения Smart Robot Car Kit v 3.0

На текущем этапе изучаются вопросы обеспечения отказоустойчи-
вости в условиях цифрового моделирования динамического отбора до-
пустимых траекторий и позиций с использованием формализма фазо-
вого объема «трубки решений» посредством Smart Robot Car Kit (3.0):

(1)

p(𝑡) ∈ 𝒪(𝑡) ∩ ℱ(𝑡), ∀𝑡 ∈ [0, 𝑇 ],

ℱ(𝑡) = {p | 𝑅min(𝑡) ⩽ ‖p− p0‖ ⩽ 𝑅max(𝑡)} ,[︂
𝑅min(𝑡)
𝑅max(𝑡)

]︂
= 𝒩NN

(︀
s(𝑡)

)︀
,

𝑑

𝑑𝑡
ln
(︀
vol(𝒪(𝑡))

)︀
= ∇ · v(p, 𝑡) + Ψdisc(𝑡).

Здесь функция p(𝑡) = (𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡))
⊤, текущее положение робота

в момент времени 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], дифференцируема по 𝑡. Вектор s(𝑡) ∈
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R𝑚 обозначает состояние системы. «Трубка решений» 𝒪(𝑡) — множе-
ство состояний, достижимых при сохранении заданного уровня отка-
зоустойчивости. Область ℱ(𝑡) обозначает кольцо с центром в точке p0.
𝑅min(𝑡), 𝑅max(𝑡) определяются через функцию нейронной сети 𝒩NN.

Динамика изменения объема «трубки» определяется средней ди-
вергенцией векторного поля скоростей ∇ · v (расширение или сжа-
тие «трубки»), и корректирующим слагаемым Ψdisc(𝑡), выражающим
уменьшение объема за счет удаления областей 𝒪𝑘 в интервалы кор-
рекции ∆𝑡.

Требуется обеспечить условие принадлежности текущего положе-
ния «трубки решений» в пределах зоны ℱ(𝑡) в каждый момент време-
ни 𝑡. В ходе определения эффективности «неокончательных» решений
группового управления избыточностью минимизируется функционал:

(2) 𝐽 =

𝑇∫︁
0

⃦⃦
p(𝑡)− p*(𝑡)

⃦⃦2
𝑑𝑡,

где p*(𝑡) — искомая траектория внутри области 𝒪(𝑡) ∩ ℱ(𝑡).
На рис. 1 представлено сечение «трубки решений» в расширенном

фазовом пространстве для фиксированного момента времени 𝑡 = 𝜏 .
Таким образом, на секции будет предложен к обсуждению ком-

плексный подход и частные примеры достигаемых результатов циф-
рового моделирования с пополняемым перечнем выявленных отказов
в приоритете отработки отказобезопасности группового управления.

Список литературы

1. Рожнов А.В., Лобанов И.А. Стратифицированная модель единого
информационно-управляющего поля для формализации особенностей
переключения режимов управления смешанными группами пилотиру-
емых и беспилотных ЛА / Mат. XIII Международной конференции
«Устойчивость и колебания нелинейных систем управления (конферен-
ция Пятницкого)». М.: ИПУ РАН, 2016. С. 304–307.

316



Рис. 1: Вариант сечения «трубки решений» при 𝑡 = 𝜏 .
Маркерами ∙ отмечены позиции с малым ‖p− p*‖;
× — исключаемые позиции с большим отклонением.
Пунктирные эллипсы — границы зоны ℱ(𝑡).

Fault Tolerance in Digital Simulation Using Smart Robot Car
Kit v 3.0

A. A. Salomatin, A. V. Rozhnov
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, Moscow, Russia
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The problem of ensuring fault tolerance of autonomous robotic co-
mplexes in the development and implementation of semi-autonomous fu-
nctions is investigated. The redundancy integration into the multilevel
description of new digital modeling tasks based on the use of Smart Robot
Car Kit for large amounts of data is being justified.
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Устойчивость режима планирования при прыжке лыжника с
трамплина

В. А. Самсонов, Б. Я. Локшин, Ю. М. Окунев, О. Г. Привалова
НИИ механики МГУ, Москва, Россия
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Рассматривается фаза полета лыжника в V-стиле в режиме плани-
рования при прыжке с трамплина. В плоскости двух параметров —
угла наклона корпуса лыжника и угла раскрытия лыж — построе-
на область устойчивости этого режима.

Ключевые слова: лыжник, трамплин, фаза полета, планирование,
V-стиль, устойчивость

1. Введение

Прыжок лыжника с трамплина разделяют на четыре фазы: разгон,
отталкивание, полет и приземление. Будем рассматривать фазу полета
лыжника. Если нет бокового ветра и других возмущений, то движение
лыжника происходит в вертикальной плоскости. В работах [1,2] отме-
чается относительная статичность положения прыгуна в полете. Это
позволяет считать позу лыжника в полете неизменной. Ранее рассмат-
ривалась простейшая модель прыжка — движение материальной точки
[3]. В настоящей работе рассматривается плоскопараллельное движе-
ние тела и исследуется его устойчивость, что является необходимой
составляющей успешности прыжка.

2. Основной результат

Исследуем полет лыжника при прыжке с трамплина в V-стиле, ко-
торый определяется углом 𝜆 раскрытия лыж (рис. 1а) и углом 𝜓 на-
клона тела над лыжами (рис. 1б). На рис. 1в представлено распреде-
ление сил, действующих на систему лыжник–лыжи. Точкой 𝐺 обозна-
чим центр масс этой системы, отрезок 𝐺𝐶 жестко связан с системой.
На прыгуна в полете действуют сила тяжести 𝑚𝑔, аэродинамические
силы: подъемная сила 𝐿 = 0.5𝜌𝑠 (𝜆) 𝑐𝑙 (𝛼, 𝜆, 𝜓)𝑉

2 и сила лобового со-
противления 𝐷 = 0.5𝜌𝑠 (𝜆) 𝑐𝑑 (𝛼, 𝜆, 𝜓)𝑉

2, а также аэродинамический
момент 𝑀 = 0.5𝜌𝑠(𝜆)𝑟𝑐𝑚(𝛼, 𝜆, 𝜓)𝑉 2.

Здесь 𝑉 — скорость точки 𝐺, 𝜌 — плотность среды, 𝑟 — расстояние
от центра тяжести до центра давления, 𝑠(𝜆) — характерная площадь
системы, 𝑐𝑙 (𝛼, 𝜆, 𝜓), 𝑐𝑑 (𝛼, 𝜆, 𝜓), 𝑐𝑚 (𝛼, 𝜆, 𝜓) — соответствующие безраз-
мерные аэродинамические коэффициенты.
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Рис. 1: а) Угол 𝜆 раскрытия лыж; б) Угол 𝜓 наклона тела над лыжами;
в) Силы, действующие на систему лыжник–лыжи

Угол 𝛼 атаки вводим как угол между вектором скорости точки 𝐺
и отрезком 𝐺𝐶. В настоящей работе используются значения аэроди-
намических коэффициентов, заданных в полиномиальной форме, как
функции угла 𝛼 и углов 𝜓 и 𝜆, полученные экспериментально в [4].

Уравнения движения лыжника можно представить в виде

(1)

𝑚𝑉̇ = −𝐷 +𝑚𝑔 sin 𝜃 ,

𝑚𝑉 𝜃 = −𝐿+𝑚𝑔 cos 𝜃

𝐽𝜔̇ =𝑀,

𝜙̇ = 𝜔,

где 𝐽 — момент инерции, 𝜃 — угол между вектором скорости 𝑉 и
горизонталью, 𝜙 — угол между отрезком 𝐺𝐶 и горизонталью, угол
𝛼 = 𝜃 + 𝜙.

В фазе полета лыжник находится в режиме планирования, на ко-
тором 𝑀(𝛼, 𝜆, 𝜓) = 0, 𝜔 = 0, 𝑉 = const, 𝜃 = const.

Рассмотрим вопрос асимптотической устойчивости этого режима.
Малые колебания системы лыжник–лыжи относительно его поло-

жения в рассматриваемом режиме описываются системой линейных
дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами чет-
вертого порядка.

Характеристическое уравнение, отвечающее этой системе, имеет
вид 𝑎0𝜆

4 + 𝑎1𝜆
3 + 𝑎2𝜆

2 + 𝑎3𝜆+ 𝑎4 = 0. Показано, что 𝑎𝑖 > 0, 𝑖 = 0, ...4.
Тогда, условия устойчивости сводятся к единственному неравенству

−0, 25𝑉
4

𝑔2
𝜌𝑟𝑠 (𝜆)

𝐽

𝑐
′

𝑚 (𝛼, 𝜆, 𝜓)
[︁
𝑐
′

𝑙 (𝛼, 𝜆, 𝜓)/3𝑐𝑑 (𝛼, 𝜆, 𝜓)
]︁

[︁
1 + 𝑐

′

𝑙 (𝛼, 𝜆, 𝜓)/3𝑐𝑑 (𝛼, 𝜆, 𝜓)
]︁2 > 1,
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где ()
′
= 𝜕 ()/𝜕𝛼 .

На рис. 2 представлена область устойчивости режима планирова-
ния на плоскости угла наклона корпуса лыжника и угла раскрытия
лыж. Вне границы — устойчивость, внутри — неустойчивость. Видно,
что при значениях угла 𝜆 > 100 и значениях угла 𝜓 < 150 рассматри-
ваемый режим устойчив.

Рис. 2: Область устойчивости режима планирования

3. Заключение

Таким образом, в рамках используемой модели аэродинамического
воздействия удалось проследить за влиянием параметров полета в V-
стиле на устойчивость режима планирования.
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The stability region of planning mode is constructed on the plane of
the parameters: the angle of inclination of the skier’s body and the angle
of opening of the skis during the V-style ski jump.
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Исследование устойчивости нелинейных систем с
запаздыванием методом декомпозиции
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Для нелинейных неавтономных систем с запаздыванием специаль-
ной структуры исследуются возможности метода декомпозиции.
Изучены условия, при которых определенные свойства устойчи-
вости упрощенных систем меньшей размерности достаточны для
обоснования желаемого поведения исходной системы. Описаны
некоторые виды возмущений, не нарушающие желаемые свойства.
Рассмотрены задачи об обеспечении устойчивости, асимптотиче-
ской устойчивости и устойчивости по выходу.

Ключевые слова: нелинейная система, неавтономная система, за-
паздывание, устойчивость, декомпозиция, возмущения, каскадная
система

При исследовании качественных свойств нелинейных систем уни-
версальным методом является построение функции (или функциона-
ла) Ляпунова с подходящими свойствами. С увеличением размерно-
сти системы и усложнением ее структуры трудности построения такой
функции значительно возрастают. В подобных случаях эффективным
инструментом может оказаться метод декомпозиции системы. Идея
этого метода заключается в разделении рассматриваемой системы на
несколько более простых систем меньшей размерности и изучении их
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свойств по отдельности как изолированных. Выводы о свойствах исход-
ной системы на основании полученных результатов для изолирован-
ных подсистем требуют обоснования и остаются предметом многочис-
ленных исследований (см., например, недавние статьи [1–3] и ссылки
в них). Широкое применение находит метод декомпозиции в анализе
свойств и решении задач управления для механических систем [4,5].

В работе исследуются свойства устойчивости нелинейных систем с
запаздыванием, описываемых парой уравнений:

(1) 𝑥̇(𝑡) = 𝑓1(𝑡, 𝑥𝑡) + 𝑔(𝑡, 𝑥𝑡, 𝑦𝑡) + 𝑝1(𝑡, 𝑥𝑡, 𝑦𝑡),

(2) 𝑦̇(𝑡) = 𝑓2(𝑡, 𝑦𝑡) + 𝑝2(𝑡, 𝑥𝑡, 𝑦𝑡),

где 𝑡 ∈ 𝑅+ = [0,+∞), 𝑥 и 𝑦 — векторы размерностей 𝑛 и 𝑚, со-
ответственно; 𝑥𝑡 — элемент функционального пространства 𝐶(𝑛) =
𝐶([−𝑟, 0], 𝑅𝑛), определяемый формулой 𝑥𝑡(𝑠) = 𝑥(𝑡+ 𝑠) для 𝑠 ∈ [−𝑟, 0],
𝑟 > 0 — величина западывания, 𝑦𝑡 — элемент пространства 𝐶(𝑚).
Предполагается, что правые части уравнений (1), (2) удовлетворя-
ют условиям типа Каратеодори, 𝑝𝑖 — исчезающие в среднем или
интегрально исчезающие возмущения [6]. Будем также считать, что
𝑓2(𝑡, 0) = 0, 𝑓1(𝑡, 0) = 0, 𝑔(𝑡, 𝜙1, 0) = 0 для всех 𝑡 ∈ 𝑅+, 𝜙1 ∈ 𝐶(𝑛),
так что невозмущенная система (1), (2) имеет нулевое положение рав-
новесия, а невозмущенное уравнение (1) при отсутствии взаимосвязи
принимает вид

(3) 𝑥̇(𝑡) = 𝑓1(𝑡, 𝑥𝑡).

Кроме того, рассматривается соответствующее (2) невозмущенное
уравнение:

(4) 𝑦̇(𝑡) = 𝑓2(𝑡, 𝑦𝑡).

Системы вида (1), (2) возникают в задачах управления, в том числе
механическими системами. При 𝑝1(·) = 𝑝2(·) ≡ 0 система имеет так
называемую каскадную структуру, свойствам которой посвящены об-
ширные исследования.

В настоящей работе получены результаты о связи свойств устойчи-
вости уравнений (3), (4) со свойствами системы (1), (2). Чтобы гаран-
тировать «наследование» того или иного свойства даже невозмущен-
ной системой, приходится накладывать дополнительные ограничения;
например, в общем случае глобальная равномерная асимптотическая
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устойчивость каждого из уравнений (3), (4) не гарантирует аналогич-
ного свойства для связанной системы; то же самое касается свойства
равномерной устойчивости. Для обоснования необходимого свойства
исходной системы в известных результатах требуются дополнительные
условия относительно поведения слагаемого 𝑔(·), отвечающего за взаи-
мосвязь подсистем, а также усиленные (по сравнению с требуемым для
системы) свойства устойчивости изолированных подсистем; при этом
такие условия формулируются, как правило, в терминах функций или
функционалов Ляпунова (см., например, статьи [3,7] и ссылки в них).
Интерес для системы (1), (2) представляет также задача об устойчи-
вости по выходу, например, когда уравнение (2) описывает динами-
ку регулятора. Для систем с запаздыванием подобные исследования
немногочисленны и в основном касаются частных классов систем.

В работе анализируются известные решения рассматриваемой зада-
чи, а также получены новые результаты, расширяющие возможности
метода декомпозиции для системы вида (1), (2). В частности, изучен
вопрос о поведении решений системы в случае, когда для уравнения
(4) гарантируется лишь равномерная устойчивость или равномерная
ограниченность решений (известные условия даже неасимптотической
устойчивости связанной системы предполагают достаточно жесткие
требования сходимости для системы (4)).
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The possibilities of the decomposition method are investigated for
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Устойчивость по Хайерсу–Уламу дифференциальных
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Для линейного дифференциального уравнения дробного порядка с
производной Капуто и разрывными траекториями формализовано
понятие решения дифференциального уравнения, дано определение
понятия устойчивости по Хайерсу–Уламу. Доказано наличие этого
свойства для линейного дифференциального уравнения дробного
порядка с производной Капуто.

Ключевые слова: Дифференциальное уравнение, дробная производ-
ная Капуто, устойчивость по Хайерсу–Уламу.
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1. Введение
Формализация понятия устойчивости по Хайерсу–Уламу была сна-

чала сделана для функциональных уравнений, а затем и для диффе-
ренциальных уравнений. Постановку задачи и обзор результатов по
устойчивости по Хайерсу–Уламу для обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений приведена в [1]. Для дифференциальных уравнений с
разрывными траекториями вопросы об Улам-устойчивости рассматри-
вались с частности в [2]. О формализации дифференциальных урав-
нений с дробными производными см. [3]. Дифференциальные уравне-
ния с дробными производными в формализации систем с импульсным
воздействием А.М. Самойленко и Н.А. Перестюка рассматривались в
частности в [4].

2. Определение решения уравнения
Рассмотрим следующее уравнение с производной Капуто [3]:

(1) (𝐶𝐷𝛼
𝑎+𝑥)(𝑡) = 𝐴(𝑡)𝑥(𝑡) +𝐵(𝐶𝐷𝛼

𝑎+𝑣)(𝑡), 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏], 𝑥(𝑎) = 𝑥0.

Здесь 𝑥(𝑡), 𝑣(𝑡) — скалярные функции. Параметр 𝛼 ∈ (0, 1), 𝐴(𝑡) —
непрерывная функция, 𝐵 — постоянная. Если функция 𝑣(𝑡) является
функцией ограниченной вариации, то требуется провести формализа-
цию понятия решения уравнения (1). Пусть 𝑣(𝑡) — функция ограни-
ченной вариации (для определенности будем полагать, что 𝑣(𝑎) = 0).
Тогда требуется провести формализацию понятия решения уравнения
(1). Перепишем уравнение (1) в виде

(2) (𝐶𝐷𝛼
𝑎+𝑔)(𝑡) = 𝐴(𝑡)(𝑔(𝑡) +𝐵𝑣(𝑡), 𝑔(𝑎) = 𝑥0,

где

(3) 𝑔(𝑡) = 𝑥(𝑡)−𝐵𝑣(𝑡).
Согласно [3] уравнение (2) имеет непрерывное решение и его можно
представить в виде

(4) 𝑔(𝑡) = 𝑥(𝑎) +
1

Γ(𝛼)

𝑡∫︁
𝑎

𝐴(𝜏)(𝑔(𝜏)− 𝑣(𝜏))
(𝑡− 𝜏)1−𝛼

𝑑𝜏 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏].

Учитывая замену (3) уравнение (4) запишем следующим образом

(5) 𝑥(𝑡) = 𝑥(𝑎) +𝐵𝑣(𝑡) +
1

Γ(𝛼)

𝑡∫︁
𝑎

𝐴(𝜏)𝑥(𝜏)

(𝑡− 𝜏)1−𝛼
𝑑𝜏 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏].
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Будем полагать, что функции ограниченной вариации 𝑣(𝑡) удо-
влетворяют условию var

[𝑎, 𝑏]
𝑣(·) ⩽ 𝑀. Пусть выполняется неравенство

|𝐴(𝑡)| ⩽ 𝑄. Тогда из (5) подставляя в него эти последовательности
и вычисляя модули левой и правой частей с учетом сделанных пред-
положений на 𝑣(𝑡) и 𝐴(𝑡), получим неравенство

(6) |𝑥(𝑡)| ⩽ |𝑥(𝑎)|+𝐵𝑀 +
1

Γ(𝛼)

𝑡∫︁
𝑎

𝑄|𝑥(𝜏)|
(𝑡− 𝜏)1−𝛼

𝑑𝜏 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏].

Применяя к последнему неравенству неравенство Henry–Gronwall (см.
[3], лемма 6.19), получим оценку

|𝑥(𝑡)| ⩽ (|𝑥(𝑎)|+𝐵𝑀)𝐸𝛼(𝑄𝑡
𝛼).

Здесь 𝐸𝛼 — функция Миттаг–Лефлера. Следовательно множество ре-
шений |𝑥(𝑡)| равномерно ограничено.

3. Устойчивость по Хайерсу–Уламу
Определение 1. Будем говорить, что дифференциальное уравне-

ние (1) устойчиво по Хайерсу–Уламу на [𝑎, 𝑏], если для любой вектор-
функции 𝑦 ∈ 𝐵𝑉 [𝑡0, 𝜗], удовлетворяющей неравенству

(7) |𝑦(𝑡)− 𝑦(𝑎)−𝐵𝑣(𝑡)− 1

Γ(𝛼)

∫︁ 𝑡

𝑎

𝐴(𝜏)𝑦(𝜏)

(𝑡− 𝜏)1−𝛼
𝑑𝜏 | ⩽ 𝜀, 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏]

для любого 𝜖 > 0 и любого решения неравенства (6) существует по-
ложительное вещественное число 𝑐𝑓,𝜙 и решение уравнения (4) 𝑥(𝑡),
удовлетворяющие неравенству

|𝑦(𝑡)− 𝑥(𝑡)| < 𝑐𝑓𝜀

для любого 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝜗].

Теорема 1. Пусть существует решение уравнения (4). Тогда
дифференциальное уравнение (1) устойчиво по Хайерсу–Уламу.
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For a linear fractional differential equation with a Caputo derivative
and discontinuous trajectories, we formalized the concept of a solution to
a differential equation and followed the definition of Hyers–Ulam stability.
This property is proven for a linear fractional differential equation with a
Caputo derivative.
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Управление методом обратной связи для системы БПЛА в
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Рассматривается задача управления углом крена беспилотного ле-
тательного аппарата, установленного на гироскопическом стенде.
На основе нелинейной модели вращательного движения выполнена
линеаризация и синтезирован программный закон управления с ис-
пользованием метода обратной связи с линейной номинальной мо-
делью. Результаты численного моделирования подтверждают, что
введение обратной связи обеспечивает снижение ошибки слежения
и улучшение динамических характеристик системы по сравнению
с управлением без обратной связи.

Ключевые слова: гироскопический стенд, квадрокоптер, программ-
ное управление, математическое моделирование
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1. Введение

Управление ориентацией беспилотных летательных аппаратов яв-
ляется одной из ключевых задач, определяющих точность и устойчи-
вость их движения. При наличии нелинейностей и неопределенностей
в динамике объекта классические линейные методы управления могут
приводить к снижению качества слежения. В данной работе рассмат-
ривается задача управления углом крена квадрокоптера, установлен-
ного на гироскопическом стенде, с использованием метода обратной
связи с линейной номинальной моделью. Целью работы является раз-
работка и исследование программного закона управления, обеспечива-
ющего улучшение точности слежения по углу крена.

2. Основной результат

В работе используется нелинейная модель вращательного движе-
ния системы «гироскопический стенд – БПЛА», записанная в углах
Эйлера:

(1)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝛼̈ =
𝑀𝑏𝑥 + 0.3 sin𝛼 cos𝛽 − 2𝜇 𝛼̇

0.02
,

𝛽 =
𝑀𝑏𝑦 cos𝛼−𝑀𝑏𝑧 sin𝛼+ 0.3 cos𝛼 sin𝛽 − 2𝜇 𝛽̇

0.344 + 0.028 cos2 𝛼+ 0.018 sin2 𝛼
,

𝛾 =
𝑀𝑏𝑦 sin𝛼 cos𝛽 +𝑀𝑏𝑧 cos𝛼 cos𝛽 − 2𝜇 𝛾̇

0.76 + 0.326 cos2 𝛽 + (0.026 sin2 𝛼+ 0.02 cos2 𝛼) cos2 𝛽
.

Далее рассматривается только первое уравнение системы (1), опи-
сывающее динамику угла крена 𝛼. Управляющим воздействием яв-
ляется момент 𝑀𝑏𝑥, а коэффициент 𝜇 характеризует вязкое трение в
подшипниках стенда. Движение по углам тангажа и рыскания предпо-
лагается зафиксированным вблизи нулевых значений и не учитывает-
ся.

Для синтеза управления модель линеаризуется в окрестности по-
ложения 𝛼 = 0, 𝛼̇ = 0. В рамках метода обратной связи с линейной
номинальной моделью управляющее воздействие для эталонной дина-
мики принимается в виде [1]:

𝑢̂ = 2𝜇 𝛼̇,

где 𝑢̂ =𝑀𝑏𝑥 — выход линейной номинальной модели.
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Программное управление формируется на основе заданной траек-
тории угла крена 𝛼des(𝑡) и ее производной 𝛼̇des(𝑡):

𝑢(𝑡) = 𝐾
(︁
𝛼̇des(𝑡) + 𝑎

(︀
𝛼(𝑡)− 𝛼des(𝑡)

)︀)︁
,

где 𝐾 = 2𝜇, а коэффициент обратной связи по углу выбран равным
𝑎 = −0.3.

Результаты численного моделирования показывают, что использо-
вание обратной связи с линейной номинальной моделью существенно
снижает ошибку слежения по сравнению с системой без обратной связи
(рис. 1).

Рис. 1: Сравнение ошибки слежения по углу крена для систем с обрат-
ной связью и без нее

3. Заключение

В работе разработан алгоритм управления углом крена БПЛА, ос-
нованный на методе обратной связи с линейной номинальной моделью.
На основе нелинейной модели вращательного движения была выполне-
на линеаризация и синтезировано программное управление. Результа-
ты численного моделирования показали, что введение обратной связи
обеспечивает снижение ошибки слежения и улучшение динамических
характеристик системы по сравнению с моделью без обратной связи.
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This paper addresses the problem of roll angle control of an unmanned
aerial vehicle mounted on a gyroscopic test bench. A nonlinear rotational
dynamics model is considered, and a linear nominal model is introduced
via local linearization. Based on this model, a trajectory–tracking control
law with feedback is synthesized. Numerical simulations demonstrate that
the use of feedback with a linear nominal model significantly reduces
the tracking error and improves the dynamic performance of the system
compared to control without feedback.
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Робастное оптимальное слежение для дискретного
минимально-фазового объекта с неизвестными параметрами

и неизвестными границами смещенного внешнего
возмущения и помехи измерений
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Рассмотрена задача оптимального слежения для дискретного
минимально-фазового объекта с неизвестными и неидентифициру-
емыми параметрами объекта и неизвестными границами возмуще-
ний. Решение основано на оптимальном множественном оценивании
неизвестных параметров с использованием показателя качества за-
дачи слежения как идентификационного критерия.

Ключевые слова: оптимальное управление, ограниченные возмуще-
ния, робастное управление, множественное оценивание, неиденти-
фицируемость.

1. Введение
Для систем с неизвестными параметрами и ограниченными внеш-

ними возмущениями хорошо исследованы задачи адаптивной стаби-
лизации. В задачах идентификации таких систем, без применений к
задачам управления, рассматривались различные алгоритмы вычисле-
ния множественных оценок неизвестных параметров, согласованных с
данными измерений. В данной работе задача управления рассмотрена
в оптимальной постановке. Ключом к решению оптимальной задачи
служат множественное оценивание и использование показателя каче-
ства задачи управления как идентификационного критерия [1, 2], что
позволяет реализовать максимальные возможности обратной связи [3].

2. Постановка задачи
Объект управления с дискретным временем 𝑡 описывается моделью

(1) 𝑎(𝑞−1)𝑦𝑡+1 = 𝑏(𝑞−1)𝑢𝑡 + 𝑣𝑡+1 , 𝑧𝑡 = 𝑦𝑡 + 𝑑𝑡, 𝑡 = 1, 2, 3, . . . ,

где 𝑦𝑡 ∈ R — неизмеряемый выход объекта в момент времени 𝑡, 𝑧𝑡 ∈ R
— измеряемый выход, 𝑢𝑡 ∈ R — управление, 𝑣𝑡 ∈ R — неизвестное
внешнее возмущение, 𝑑𝑡 ∈ R — неизвестная помеха измерений, 𝑎 и 𝑏 —
полиномы от оператора сдвига назад (𝑞−1𝑦𝑡 = 𝑦𝑡−1),

𝑎(𝑞−1) = 1 + 𝑎1𝑞
−1 + . . .+ 𝑎𝑛𝑞

−𝑛, 𝑏(𝑞−1) = 𝑏1 + 𝑏2𝑞
−1 + . . .+ 𝑏𝑚𝑞

−𝑚+1.
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Начальные значения 𝑦0, ...𝑦1−𝑛 произвольные, 𝑢𝑡 = 0 при 𝑡 < 0.
Априорная информация (предположения):
АП1. Неизвестный вектор параметров 𝜉 = (𝑎1, . . . , 𝑎𝑛, 𝑏1, . . . , 𝑏𝑚)

принадлежит известному замкнутому ограниченному многограннику
Ξ, заданному системой линейных неравенств, корни 𝑏 по модулю боль-
ше 1 для всех 𝜉 ∈ Ξ.

АП2. Неизвестные возмущения 𝑣𝑡 и 𝑑𝑡 имеют вид

𝑣𝑡 = 𝑐𝑣 + 𝛿𝑤𝑤𝑡 , sup
𝑡
|𝑤𝑡| ⩽ 1 , 𝑑𝑡 = 𝛿𝑚𝑚𝑡, sup

𝑡
|𝑚𝑡| ⩽ 1 .

где 𝑐𝑣 и 𝛿𝑤 ⩾ 0 — неизвестные смещение и норма внешнего возмущения
𝑣, 𝛿𝑚 ⩾ 0 — неизвестная норма помехи измерений 𝑑.

Задача. Требуется построить обратную связь (регулятор), мини-
мизирующую (с заданной точностью) наихудшую асимптотическую
ошибку отслеживания заданного ограниченного сигнала 𝑟 в классе 𝐷
описанных в АП2 возмущений (𝑣, 𝑑) ∈ 𝐷 :

𝐽(𝜉, 𝑐𝑣, 𝛿𝑤, 𝛿𝑚) = min
𝑢

sup
(𝑣,𝑑)∈𝐷

lim sup
𝑡→+∞

|𝑧𝑡 − 𝑟𝑡| .

Сложность поставленной задачи заключается в неидентифицируемо-
сти набора параметров (𝜉, 𝑐𝑣, 𝛿𝑣, 𝛿𝑚).
3. Решение задачи на основе оптимальной квантификации

возмущений
При известных векторе 𝜉 и смещении 𝑐𝑣 регулятор

𝑏(𝑞−1)𝑢𝑡 = (𝑎(𝑞−1)− 1)𝑞𝑧𝑡 − 𝑐𝑣 + 𝑟𝑡+1

гарантирует равенство 𝑧𝑡+1 − 𝑟𝑡+1 = 𝛿𝑤𝑤𝑡+1 + 𝛿𝑚𝑎(𝑞−1)𝑚𝑡+1 и являет-
ся оптимальным в силу произвольности и непредсказуемости норми-
рованных возмущений 𝑤 и 𝑚. При этом

𝐽(𝜉, 𝑐𝑣, 𝛿𝑤, 𝛿𝑚) = |𝛿𝑤|+ ‖𝑎‖𝛿𝑚 , ‖𝑎‖ := 1 + |𝑎1|+ |𝑎2|+ . . .+ |𝑎𝑛| .
Решение поставленной задачи базируется на оптимальной квантифи-
кации неизвестного модифицированного вектора параметров

𝜃 = (𝜉, 𝑐𝑣, 𝛿𝑒), 𝛿𝑒 = 𝛿𝑤 + ‖𝑎‖𝛿𝑚 .
Алгоритм оптимального слежения. После подачи управления 𝑢𝑡 и
измерения выхода 𝑧𝑡+1 новая информация о неизвестном векторе 𝜃 в
момент 𝑡+ 1 имеет вид неравенства

(2) |𝑎(𝑞−1)𝑧𝑡+1 − 𝑏(𝑞−1)𝑢𝑡 − 𝑐𝑣| ⩽ 𝛿𝑒 .
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Пусть Θ𝑡 — полиэдральная оценка вектора 𝜃, и 𝜃𝑡 ∈ Θ𝑡 — вектор-
ная оценка неизвестного 𝜃 в момент 𝑡. Вычислив оптимальное управ-
ление 𝑢𝑡, соответствующее оценке 𝜃𝑡, и измерив выход 𝑧𝑡+1, проверяем
неравенство (2) для оценки 𝜃𝑡. Если неравенство выполнено, полагаем
Θ𝑡+1 = Θ𝑡 и 𝜃𝑡+1 = 𝜃𝑡. Если одно из двух линейных неравенств, задаю-
щих (2) и ослабленных специальным дополнительным слагаемым, про-
порциональным малому параметру точности 𝜀 > 0, нарушено, новое
нарушенное не ослабленное неравенство добавляется к списку нера-
венств Θ𝑡, задавая новую множественную оценку Θ𝑡+1. Hoвой оцекой
𝜃𝑡+1 служит точка минимума показателя качества 𝐽(𝜃) на обновленной
полиэдральной оценке Θ𝑡+1. Описанное выше дополнительное слагае-
мое гарантирует сходимость оценок Θ𝑡 и 𝜃𝑡 за конечное время, опти-
мальность системы с желаемой точностью и, дополнительно, робаст-
ность построенного оптимального управления к малым операторным
возмущениям в объекте [1].
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Ключевым предположением при разработке алгоритмов идентифи-
кации и адаптивного управления в данной работе является нали-
чие модели типа «вход-выход». Предложен некоторый способ моде-
лирования нелинейной динамики, основанный в идейном плане на
комбинации конечного отрезка функционального ряда (полинома)
Вольтерра 𝑁 -й степени и аппарата цепных дробей.

Ключевые слова: нелинейная динамическая система, интегральная
модель, полиномы Вольтерра, цепные дроби

1. Введение

В условиях априорной неопределенности проблемы идентификации
рассматриваются в контексте практических задач, содержащих, как
правило, трудно формализуемые условия и высокие требования к точ-
ности управления (прогнозирования) [1]. Современные научные подхо-
ды к разработке эффективных процедур математического моделиро-
вания учитывают тип априорной информации и охватывают онлайн и
оффлайн методы оценки неизвестных характеристик изучаемого ди-
намического процесса [2].

В работе исследуется задача восстановления входного сигнала 𝑥(𝑡),
обеспечивающего заданный (желаемый) отклик 𝑦(𝑡) нелинейного объ-
екта, описываемого полиномом Вольтерра

(1) 𝑦(𝑡) =

𝑁∑︁
𝑛=1

𝑡∫︁
0

. . .

𝑡∫︁
0

𝐾𝑛(𝑡, 𝑠1, ..., 𝑠𝑛)

𝑛∏︁
𝑘=1

𝑥(𝑠𝑘)𝑑𝑠𝑘, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ],

идентификация переходных характеристик 𝐾𝑛 в котором реализована
заранее по набору данных типа «вход-выход» в ходе спланированного
эксперимента с использованием специальных тестовых воздействий [3].
Такой подход требует согласования амплитуды (высоты) действующе-
го управляющего воздействия с параметрами входных сигналов, ис-
пользуемых при решении задач оффлайн идентификации [4].
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2. Основной результат

К основному результату работы относится новый алгоритм онлайн
идентификации, который развивает описанный в [4] подход к восста-
новлению 𝑥(𝑡) при условии наличия обратной связи по выходу 𝑦(𝑡).
Предложена модификация (1), линейная составляющая которой

𝑡∫︁
0

𝐾1(𝑡, 𝑠)𝑥(𝑠)𝑑𝑠 = 𝑓1(𝑡)

может быть представлена в эквивалентном виде

(2) 𝑓1(𝑡) = 𝛼

(︂
1

1− 𝑓1(𝑡)
𝛼+𝑓1(𝑡)

− 1

)︂
,

где неизвестный параметр 𝛼 ̸= 0, 𝛼+𝑓1(𝑡) ̸= 0 для всех 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]. Отме-
тим, что дробь в правой части (2) получена на основании известного
соотношения [5, формулы (1.2), (1.3)]:

1

1− 𝑡1𝑓1(𝑡)

1− 𝑡2𝑓1(𝑡)

1−...

=
1

1− 𝑡1𝑓1(𝑡)− 𝑡1𝑡2(𝑓1(𝑡))
2

1−(𝑡2+𝑡3)𝑓1(𝑡)−
𝑡3𝑡4(𝑓1(𝑡))

2

1−(𝑡4+𝑡5)𝑓1(𝑡)−...

=

= 1 +
𝑡1𝑓1(𝑡)

1− (𝑡1 + 𝑡2)𝑓1(𝑡)− 𝑡2𝑡3(𝑓1(𝑡))
2

1−(𝑡3+𝑡4)𝑓1(𝑡)−
𝑡4𝑡5(𝑓1(𝑡))

2

1−...

,

константы 𝑡𝑖, 𝑖 = 1, 2, ..., в котором выбраны так: 𝑡1 = 1
𝛼 , 𝑡2 = − 1

𝛼 ,
𝑡𝑖 = 0 для 𝑖 > 2.

Окончательно, вместо (1) используется модель

(3)

𝑦(𝑡) =
𝛼

1−
𝑡∫︀
0

(𝐾1(𝑡,𝑠)+𝛿)𝑥(𝑠)𝑑𝑠

𝛼+
𝑡∫︀
0

𝐾1(𝑡,𝑠)𝑥(𝑠)𝑑𝑠

− 𝛼+

+

𝑁∑︁
𝑛=2

𝑡∫︁
0

. . .

𝑡∫︁
0

𝐾𝑛(𝑡, 𝑠1, ..., 𝑠𝑛)

𝑛∏︁
𝑘=1

𝑥(𝑠𝑘)𝑑𝑠𝑘,

где 𝛿 — некоторая погрешность. Выбор значения 𝛼 существенно влияет
на точность оценивания отклика 𝑦(𝑡) при произвольном значении 𝛿.
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3. Заключение

Применительно к задаче автоматического управления нелинейным
процессом в элементе теплообменного аппарата [3] рассмотрены опти-
мизационные задачи выбора параметра 𝛼 для построения модели вида
(3) при фиксированных значениях 𝛿 и 𝑁 = 2, 3.

Работа выполнена в рамках государственного задания Министерства науки и
высшего образования Российской Федерации (Проект FWEU-2026-0015).
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стыковке и обслуживании геостационарного спутника

Е. И. Сомов, С. Е. Сомов, С. А. Бутырин,
Т. Е. Сомова, П. К. Кузнецов

СамГТУ, Самара, Россия
e_somov@mail.ru, s_somov@mail.ru, butyrinsa@mail.ru,

te_somova@mail.ru, kurnesov@mail.ru
Приводятся разработанные методы управления космическим
роботом-манипулятором на геостационарной орбите и результаты,
полученные с помощью компьютерного моделирования.
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Светлой памяти В.Ю. Рутковского, С.Д. Землякова, В.М. Суха-
нова и В.М. Глумова, наших коллег из ИПУ РАН, посвящается.

1. Введение

Для геостационарных спутников связи (ГСС) предусмотрено их об-
служивание [1] космическими роботами-манипуляторами (КРМ). Рас-
сматриваются вопросы управления КРМ при выводе на геостационар-
ную орбиту (ГСО), рис. 1, сближении, стыковке и обслуживании [2].

Рис. 1: Стратегия (𝑎) и траектории (𝑏) вывода КРМ на ГСО
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2. Вывод КРМ на ГСО, сближение и инспекция ГСС

Стратегия запуска КРМ на ГСО по комбинированной схеме, сбли-
жения с ГСС и инспеции его состояния содержит такие этапы: 1) пере-
мещение КРМ на геопереходной орбите с повышением высоты ее пери-
гея; 2) до-выведение КРМ на ГСО с помощью плазменной электроре-
активной двигательной установки (ЭДУ) и силового гироскопического
кластера (СГК) для перехода КРМ на ГСО с точностью около 58 км;
3) сближение КРМ с ГСС до 500 м и затем до 50 м, рис. 2; 4) стабили-

Рис. 2: Разности положений и скоростей ГСС и КРМ

Рис. 3: Схема перелетов КРМ при осмотре состояния ГСС

зация КРМ при ЭДУ на основе 8 каталитических электрореактивных
двигателей (ЭРД) с широтно-импульсной модуляцией (ШИМ) их тя-
ги; 5) инспекция состояния ГСС из 6 точек наблюдения, рис. 3. Здесь
используется прогнозирование влияния возмущений из-за гравитаци-
онных полей Земли, Солнца, Луны и сил солнечного давления. Про-
гноз выполняется на борту КРМ, его результаты используются для
коррекции наведения КРМ на очередном предстоящем витке орбиты.

3. Швартовка, стыковка и обслуживание ГСС

Робот имеет манипулятор антропоморфной структуры с 6 степе-
нями свободы при компонентах 𝑞𝑠 вектора q угловых координат. При
моделировании движения механической связки КРМ с ГСС изменя-
емой структуры используется векторная форма уравнений Эйлера-
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Рис. 4: Схема стыковки (𝑎) с механизмом «штырь-конус» (𝑏)

Лагранжа [2]. Схема стыковочного механизма «штырь-конус» и пере-
мещение штыря при швартовке представлены на рис. 4 и 5, а резуль-
таты имитации полетного обслуживания ГСС — на рис. 14–20 в [2].

Рис. 5: Траектория движения головки штыря при швартовке

4. Основные результаты и созданные алгоритмы

Обоснованы параметры манипулятора и алгоритмы управления его
приводами при задании законов наведения набором векторных сплай-
нов. Используются разработанные оригинальные алгоритмы согласо-
ванного управления СГК и ЭДУ с ШИМ тяги каталитических ЭРД.

5. Заключение

Кратко описаны разработанные методы управления космическим
роботом-манипулятором на геостационарной орбите и результаты их
применения, полученные компьютерной имитацией.
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Control of a Space Robot During Approach, Docking
and Servicing of a Geostationary Satellite
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Methods for controlling a space robot during approach, docking, and
servicing of a geostationary satellite are presented.
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Для дифференциального включения третьего порядка с разрыв-
ной гистерезисной правой частью получены условия существования
экономного одностороннего предельного цикла и его орбитальной
асимптотической устойчивости.

Ключевые слова: релейная система управления, гистерезис, колеба-
ния, экономный предельный цикл, существование и устойчивость

1. Введение

В классе систем управления ориентацией (СУО) спутников с двига-
телями-маховиками (ДМ) без измерения угловой скорости широкое
применение нашли релейные схемы, возможно, c гистерезисом, рис.
1𝑎:
∙ с противовключением на интервале времени, пропорциональном
длительности предшествующего управляющего импульса, рис. 1𝑏;
∙ с псевдоскоростной импульсной модуляцией, релизуемой релейным
усилителем с гистерезисом и апериодической обратной связью, рис. 1𝑐,
при квазипостоянстве момента сил сухого трения ДМ.

Приводятся условия существования одностороннего предельного
цикла (ОПЦ) и его орбитальной асимптотической устойчивости.
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Рис. 1: Релейная гистерезисная характеристика общего вида и одно-
сторонние предельные циклы нелинейных колебаний

2. Математическая модель и обсуждение задачи
При векторе состояния x={𝑥𝑖} и обозначении правой производной

𝐷+ модель релейной мехатронной СУО мини-спутника (МС) в режиме
угловой стабилизации описывается соотношениями
(1) 𝐷+x = F(x, 𝛼)

△
= Ax+ b𝑓(𝛿, 𝛼) + d; 𝛿 = cx,

x(𝑡,xo, 𝛼) ≡ x ∈ 𝐻 ≡ {x : |𝑥3| < 𝑘𝑘} ⊂ R3; 𝑡 ∈ T0 ≡ [0,+∞);

x(0,xo, 𝛼) = xo ∈ 𝐻o ≡ {xo : |𝑥o3| < 𝑘𝑘}; 𝛿o = cxo; 𝑓(𝛿o, 𝛼) = 𝛼;

A =

⎡⎣ 0 1 0
0 0 0

0 0 −𝑇−1
𝑘

⎤⎦; x =

⎡⎣ 𝑥1
𝑥2
𝑥3

⎤⎦; b =

⎡⎣ 0
−𝑎𝑐
𝑘𝑘/𝑇𝑘

⎤⎦ ; d =

⎡⎣ 0
𝑎𝑑
0

⎤⎦;
𝛼 ∈ (−1, 0, 1); c ≡ [1, 0,−1]; функция гистерезиса 𝑓(𝛿, 𝛼) ∈ (−1, 0, 1):

𝑓(𝛿, 𝛼) =

{︂
sgn 𝛿 |𝛿| > 𝜆𝑏𝑘,
0 |𝛿| < 𝑏𝑘

; sgn 𝛿 =

{︂
1 𝛿 > 0;
−1 𝛿 < 0.

Здесь 𝛼 определяет «память» гистерезиса, 𝑥1= 𝜑−𝑔r и 𝑥2 представля-
ют ошибки стабилизации МС по углу 𝜑 и скорости при команде 𝑔r≡0,
𝑎𝑐 — модуль управляющего ускорения ДМ, 𝑎𝑑=𝑎𝑐/𝑚 — возмущающее
ускорение при 𝑚 = const, 𝑥3 — координата апериодической обратной
связи (АОС) релейного усилителя (РУ). Решение дифференциального
включения (1) понимается как сильное правостороннее [1]: непрерыв-
ная, дифференцируемая справа по 𝑡 ∈ 𝑇0 функция x(𝑡,xo, 𝛼), всюду
на 𝑇0 удовлетворяющая уравнениям (1) и x(0,xo, 1) = xo, см. также
публикации А.Ф. Филиппова, М.А. Айзермана и Е.С. Пятницкого.

3. Существование одностороннего предельного цикла
При столбцах координат x𝑐 срабатывания и x𝑜 отпускания РУ с

длительностями импульса 𝑇i и паузы 𝑇p, а также операторах 𝑋𝑐(𝑡,x) и
𝑋𝑜(𝑡,x) система (1) имеет ОПЦ при разрешимости системы уравнений

cx𝑐 = 𝑏𝑘, x𝑜 = 𝑋𝑐(𝑇i,x𝑐); cx𝑜 = 𝜆𝑏𝑘, x𝑐 = 𝑋𝑜(𝑇p,x𝑜)
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Рис. 2: Проекции ОПЦ на координатные плоскости

с условиями 𝑇i > 0, 𝑇p > 0; 𝛿𝑐 ≡ 𝛿(𝑡𝑐,x𝑜, 0) > −𝑏𝑘, 𝑡𝑐 ∈ (𝑇i, 𝑇i + 𝑇p).
При функциях 𝜙(𝑧)=(1− 𝑧)/(1− 𝑧𝑚) и 𝑧i=exp(−𝑇i/𝑇𝑘) с помощью

припасовывания краевых условий двух последовательных переключе-
ний РУ выводится трансцендентное уравнение периодов

𝜙(𝑧i)(1− 𝑧(𝑚−1)
i ) ≡ (1− 𝑧i)(1− 𝑧(𝑚−1)

i )/(1− 𝑧𝑚i )= 𝜈≡𝑏𝑘(1− 𝜆)/𝑘𝑘.

Условие разрешимости этого уравнения получается при раскрытии
неопределенности в предельных соотношениях при 𝑇i → 0 по правилу
Лопиталя: 𝜈 = 𝑏𝑘(1− 𝜆)/𝑘𝑘 < 1, его корень 𝑧*i ≡ exp(−𝑇 *

i /𝑇𝑘) опреде-
ляет координаты изображающей точки при срабатывании и отпуска-
нии РУ, длительности 𝑇 *

i и 𝑇 *
p , а также период ОПЦ 𝑇 *=𝑇 *

i +𝑇
*
p . Про-

екции ОПЦ на рис. 2 рассчитываются по соотношениям 𝑇 *
i =−𝑇𝑘ln𝑧*i ;

𝑇 *
p =(𝑚− 1)𝑇 *

i ; 𝑇
*=−𝑚𝑇𝑘ln𝑧*i ; 𝑥*1 = 𝑥*1𝑐=𝑥

*
1𝑜=𝜆𝑏𝑘 + 𝑘𝑘𝜙(𝑧

*
i );

𝑥*2=𝑥
*
2𝑐 = −𝑥*2𝑜 = 𝑎𝑐𝑇

*
p /(2𝑚); 𝑥*3𝑐=𝑘𝑘𝜙(𝑧

*
i )(𝑧

*
i )
𝑚−1;𝑥*3𝑜=𝑘𝑘𝜙(𝑧

*
i );

𝑥m1 =𝑥*1+𝑥
*
2𝑇

*
i /4;𝑥1m=𝑥*1−𝑥*2𝑇 *

p /4;𝑥
𝑐
1=𝑥

*
1−𝑥*2(𝑚−2)𝑇 *

i /8; 𝑥
𝑎
1=𝑥

*
2𝑇

*/8.
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4. Орбитальная асимптотическая устойчивость ОПЦ

При сингулярных числах 𝜌𝑖 матрицы C=A𝑜A𝑐 точечного отоб-
ражения и ее спектральной норме 𝜌𝑠 = (max𝑖 𝜌𝑖(B))1/2 с матрицей
B=Ct C устойчивость ОПЦ указанного типа достигается при 𝜌𝑠 < 1.

5. Заключение
В явном виде представлены параметры и условия устойивости нели-

нейных колебаний в релейной мехатронной системе с гистерезисом.
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УДК 658.5

Компьютерный анализ хаотического поведения в
динамических системах

С. Н. Стребуляев, А. М. Круглов
ННГУ им. Н. И. Лобачевского, Н. Новгород, Россия

sstrebuliaev@mail.ru, amkruglov31@gmail.com

Проведено исследование математических моделей Дуффинга и Ло-
ренца с помощью разработанного программного обеспечения по схе-
ме качественной теории динамических систем: определение коли-
чества и координат состояний равновесия, расчет и анализ инте-
гральных кривых и фазового пространства в окрестности каждого
из состояний равновесия, анализ условий возникновения хаотиче-
ского движения в системах при изменении их параметров. В про-
цессе компьютерного моделировании использована система анали-
тических вычислений (САВ) Maple.

Ключевые слова: хаотическое поведение, фазовый портрет, модель
Дуффинга, модель Лоренца

1. Введение

В настоящее время при исследовании конкретных динамических
систем получила широкое распространение методология математиче-
ского моделирования и вычислительного эксперимента [1,2]. Эта мето-
дология охватывает многие сферы, от разработки комплексов техниче-
ских систем и управления ими до анализа сложных технических, эко-
номических, биологических и ряда других систем и процессов. Матема-
тическое моделирование развивается в недрах фундаментальных наук:
механики и физики, которые отличают наивысший уровень теоретиче-
ских исследований. В настоящей работе приводятся фрагменты много-
факторного вычислительного эксперимента по анализу зависимостей
характеристик хаоса от параметров системы с использованием совре-
менных средств вычислительной техники и программного обеспечения.
По мнению авторов, использование выше описанных средств компью-
терного моделирования с наличием стандартных программ численного
интегрирования позволило получить, по сравнению с аналитическими
исследованиями, новые результаты.

Динамика роста вычислительных возможностей современных ком-
пьютеров достаточно высока и позволяет надеяться на успешное реше-
ние все более сложных задач.
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2. Основной результат
Хаотические режимы в модели Лоренца. Рассматривается об-

щеизвестная модель Лоренца [3, 4], в виде системы трех нелинейных
дифференциальных уравнений:⎧⎪⎨⎪⎩

𝑥̇ = 𝜎(𝑦 − 𝑥)
𝑦̇ = 𝑟𝑥− 𝑦 − 𝑥𝑧
𝑧̇ = 𝑥𝑦 − 𝑏𝑧

Определяются состояния равновесия в количестве трех (при 𝑟>1)
и одном (при 𝑟=1). На базе этих зависимостей создано универсальное
программное обеспечение. Это обеспечение выполняет численный рас-
чет динамических характеристик: от вычисления координат состояний
равновесия до построения глобальной структуры фазового простран-
ства. Также реализован алгоритм, позволяющий при изменении па-
раметров системы, определять наличие или отсутствие хаоса (рис.1).
В процессе компьютерного моделирования используются возможности
САВ Maple в области численного решения систем нелинейных диффе-
ренциальных уравнений с визуализацией результатов расчетов и виде
графиков в режиме анимации.

Рис. 1: Глобальная структура фазового пространства и интегральные
кривые

В дальнейшем проведен поиск областей наличия и отсутствия ха-
оса при изменении параметров 𝑟, 𝑏, 𝜎 системы Лоренца. Результаты
исследований приведены ниже (рис. 2, 3)
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Рис. 2: Области наличия и отсутствия хаоса при изменении параметров
𝑟, 𝑏, 𝜎

Рис. 3: Границы возникновения хаоса в пространстве параметров мо-
дели Лоренца

Хаотические режимы в модели Дуффинга. Нелинейный ос-
циллятор, описываемый уравнением Дуффинга и находящийся под
действием гармонической внешней силы, содержащий, в общем слу-
чае, постоянную составляющую имеет вид [3]:

𝑥̈+ 𝛼𝑥̇+ 𝑘𝑥+ 𝛾𝑥3 = 𝐵0 +𝐵 cos𝜔𝑡

Для уравнения рассматриваются различные виды упругих харак-
теристик [3]: мягкая (𝑘 > 0, 𝛾<0), жесткая (𝑘 > 0, 𝛾 > 0), с нулевой
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(𝑘 = 0, 𝛾 > 0) и отрицательной (𝑘 < 0, 𝛾 > 0) линейной жесткостью.
Как при мягкой, так и при жесткой упругой характеристике хаотиче-
ские колебания существуют при достаточно большой амплитуде внеш-
ней силы в некотором интервале частот 𝜔. Результаты вычислитель-
ного эксперимента для 𝑥(𝑡) и фазовый портрет приведены на рис.4,5.

Рис. 4: Зависимость 𝑥(𝑡) при значениях параметров 𝛼 = 0.1, 𝑘 =
−1, 𝛾 = 1, 𝐵0 = 0, 𝐵 = 0.3, 𝜔 = 1.4

Рис. 5: Фазовый портрет системы Дуффинга при параметрах: 𝛼 =
0.1, 𝑘 = −1, 𝛾 = 1, 𝐵0 = 0, 𝐵 = 0.3, 𝜔 = 1.4

В дальнейшем проводился более детальный анализ интегральных
кривых, аттрактора и карт Пуанкаре.

3. Заключение

В рассмотренной работе приведены некоторые результаты матема-
тического моделирования и расчета характеристик хаотического дви-
жения в моделях Лоренца и Дуффинга. Рассмотрение указанных си-
стем проводилось в полной мере с учетом всех их нелинейных харак-
теристик без каких-либо упрощений. Использование САВ Maple для
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достижения результатов исследования показало эффективность это-
го программного обеспечения. Полученные результаты исследований и
разработанное универсальные программные средства позволят в даль-
нейшем проводить более детальный качественный и количественный
анализ систем, аналогичных исследованным выше.
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УДК 519.714

Вычисление верхней границы анизотропийной нормы для
моделей реакторов периодического действия
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В работе рассматривается линеаризованный вариант системы, опи-
сывающей поведение реактора периодического действия, в рамках
анизотропийной теории управления. Приведено условие ограничен-
ности анизотропийной нормы в виде системы матричных нера-
венств. Представлены результаты вычислительного эксперимента.

Ключевые слова: анизотропийная теория, дискретные системы,
двумерные системы, выпуклая оптимизация

1. Введение

Предложенный И.Г. Владимировым стохастический подход к ℋ∞-
теории управления со временем сформировал отдельное направление,
названное анизотропийной теорией. В рамках этой теории изначаль-
но рассматривались одномерные модели объектов [1]. Перенос опре-
делений анизотропийной теории на двумерные системы не считается
тривиальной задачей. Работы [2, 3] являются одними из первых, где
рассмотрены элементы анизотропийного анализа подобных систем.

2. Постановка задачи

Существуют так называемые реакторы периодического действия,
позволяющие гибко контролировать рабочие параметры. Динамика
этих реакторов является нелинейным процессом, имеющим широкое
применение в промышленности. Есть линеаризованная модель процес-
са, которая описывается в виде системы с дискретным временем [4].
Рассмотрим упрощенный вариант в следующем виде:

(1)

⎧⎨⎩𝑥𝑘+1(𝑝+ 1) = (𝐴+∆𝐴)𝑥𝑘+1(𝑝) + (𝐵 +∆𝐵)𝑤𝑘+1(𝑝),

𝑦𝑘+1(𝑝) = 𝐶𝑥𝑘+1(𝑝),

где 𝑥𝑘(𝑝) ∈ R𝑛𝑥 — состояние системы, 𝑤𝑘(𝑝) ∈ R𝑛𝑤 — входные воз-
мущения с ограниченным уровнем средней анизотропии 𝑎, 𝑘 ⩾ 0 и 𝑝
(0 ⩽ 𝑝 ⩽ 𝛼− 1) — номер и длина прохода, соответственно. Матрицы 𝐴,
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𝐵, 𝐶 известны: 𝐴 =

[︂
0, 9898 −1, 1061 · 10−5

0, 0557 0, 9923

]︂
, 𝐵 =

[︂
−2, 321 · 10−9

4, 1679 · 10−4

]︂
,

𝐶 =
[︀
0 1

]︀
. Матрицы ∆𝐴 = 𝐸1𝑆1𝐹1, ∆𝐵 = 𝐸2𝑆2𝐹2 обозначают

допустимое несоответствие модели. Их компоненты принимают сле-

дующие значения: 𝐹2 = 1, 𝑆2 =
𝜋

10
, 𝐸1 =

[︂
1 −1, 1 · 10−5

0, 056 1

]︂
,

𝐸2 =

[︂
−2, 32 · 10−9

4, 17 · 10−4

]︂
, 𝐹1 = 𝐼2, 𝑆1 = −0, 8 · 𝐼2, (𝐼2 — обозначение еди-

ничной матрицы второго порядка). Граничные условия этой системы:
𝑥𝑘+1(0) = [0, 5 310]⊤, 𝑦0(𝑝) = 890, 6456. Требуется установить верх-
нюю границу анизотропийной нормы данной системы при различных
значениях средней анизотропии 𝑎 входного возмущения.

3. Основной результат
Для дискретной системы вида

(2)

⎧⎨⎩𝑥𝑘+1(𝑝+ 1) = 𝐴11𝑥𝑘+1(𝑝) +𝐴12𝑦𝑘(𝑝) +𝐵1𝑤𝑘+1(𝑝),

𝑦𝑘+1(𝑝) = 𝐴21𝑥𝑘+1(𝑝) +𝐴22𝑦𝑘(𝑝) +𝐵2𝑤𝑘+1(𝑝),

можно ввести следующие расширенные матрицы (𝑀 является размер-
ностью расширенного вектора входных возмущений, Γ𝑘 = 𝐴21𝐴

𝑘−1
11 𝐴12,

Θ𝑘 = 𝐴21𝐴
𝑘−1
11 𝐵1):

𝒜 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝐴22 0 0 · · · 0 0
𝐴22 + Γ1 𝐴22 0 · · · 0 0

𝐴22 + Γ1 + Γ2 𝐴22 + Γ1 𝐴22 · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...

𝐴22 +
𝑀∑︀
𝑘=1

Γ𝑘 𝐴22 +
𝑀−1∑︀
𝑘=1

Γ𝑘 · · · · · · 𝐴22 + Γ1 𝐴22

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

ℬ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝐵2 0 0 · · · 0 0
𝐵2 +Θ1 𝐵2 0 · · · 0 0

𝐵2 +Θ1 +Θ2 𝐵2 +Θ1 𝐵2 · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...

𝐵2 +
𝑀∑︀
𝑘=1

Θ𝑘 𝐵2 +
𝑀−1∑︀
𝑘=1

Θ𝑘 · · · · · · 𝐵2 +Θ1 𝐵2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

С помощью нижеприведенной теоремы можно опеределить верх-
нюю границу анизотропийной нормы для двумерной дискретной си-
стемы.
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Теорема 1. Пусть для системы (2), описывающей повторяющий-
ся процесс, с произвольными граничными данными выполнено условие
𝜌(𝒜) < 1. Тогда анизотропийная норма такой системы строго огра-
ничена заданным значением 𝛾 > 0, т. е. |||𝐹 |||𝑎 < 𝛾, если система
неравенств 𝜂 − (𝑒−2𝑎 det(Ψ))1/𝑀 < 𝛾2, 𝜂 > 𝛾2,

⎡⎣Ψ− 𝜂𝐼 ℬ⊤Φ 0
Φℬ −Φ 0
0 0 −𝐼

⎤⎦ ≺ 0,

⎡⎢⎢⎣
−Φ 0 𝒜⊤Φ 𝐼

0 −𝜂𝐼 ℬ⊤Φ 0
Φ𝒜 Φℬ −Φ 0
𝐼 0 0 −𝐼

⎤⎥⎥⎦ ≺ 0

имеет решение относительно скалярных переменных 𝜂, 𝛾2 и симмет-
ричных положительно определенных матриц Φ, Ψ.

Преобразовав систему (1), с помощью теоремы 1 возможно вы-
числить верхнюю границу 𝑎-анизотропийной нормы. Определено, что
|||𝐹 |||𝑎 ⩽ 0, 0299 при 𝛼 = 70. Также выявлено, что с ростом числа то-
чек внутри прохода наблюдается рост нормы. К примеру, для меньших
значений |||𝐹 |||𝑎 ⩽ 0, 0213 (при 𝛼 = 50), |||𝐹 |||𝑎 ⩽ 0, 0126 (при 𝛼 = 30),
|||𝐹 |||𝑎 ⩽ 0, 0083 (при 𝛼 = 20).

4. Заключение

Рассмотрена задача анизотропийного анализа для двумерных си-
стем специального вида. Описанный в данной статье подход позволяет
получить верхнюю оценку анизотропийной нормы для систем, имею-
щих применение в различных физических и биохимических процессах.
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The paper considers a linearized version of the system describing the
behavior of a batch reactor within the framework of the anisotropy-based
theory. The condition of limitation of the anisotropic norm in the form of
a system of matrix inequalities is given. The results of a computational
experiment are presented.
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Минимаксное управление упругими механическими
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Рассматриваются задачи управления колебаниями упругих меха-
нических систем при внешних воздействиях из заданного класса.
В качестве показателей, характеризующих колебательные процес-
сы, принимаются максимальные на заданном классе воздействий
деформации упругих элементов системы. Минимаксная задача со-
стоит в нахождении управления в форме обратной связи по пе-
ременным состояния механической системы, минимизирующего за-
данный показатель. В качестве первого этапа решения задачи опти-
мального управления исследуется вопрос о наихудшем воздействии
из заданного класса на упругую механическую систему. Далее с
использованием техники линейных матричных неравенств строит-
ся решение задач оптимального управления колебаниями механи-
ческой системы. Задачи управления рассматриваются в многокри-
териальных постановках. Приводятся примеры численного реше-
ния задач о нахождении наихудшего воздействия и оптимального
гашения колебаний связанных механических конструкций, модели-
рующих динамику высотных сооружений при сейсмических воздей-
ствиях.

Ключевые слова: оптимальное управление, наихудшее воздействие

1. Математическая модель и постановка задачи управления
В рамках данной работы рассматривается система из 𝑛 матери-

альных точек соединеных между собой и с подвижным основанием
(некоторой точкой, масса которой значительно превосходит остальные
точки) линеными упругими и диссипативными связями, на которую
оказывают влияние две силы: внешнее возмущение, а также управля-
ющее воздействие. Математическая модель системы:

(1) 𝑀𝑞 + 𝐶𝑞 +𝐾𝑞 = 𝐵𝑣𝑣 +𝐵𝑢𝑢, 𝑞(0) = 0, 𝑞(0) = 0 𝑧(𝑡) = 𝑙⊤𝑞(𝑡),

где 𝑞 ∈ R𝑛 — вектор координат, 𝑣 ∈ R1 — возмущение; симметриче-
ские положительно определенные матрицы 𝑀, 𝐶, 𝐾 определяющие
массы, коэффициенты демпфирующих и упругих линейных элемен-
тов; 𝐵𝑣, 𝐵𝑢 — 𝑛×1-матрицы, характеризующие точки на которые дей-
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ствуют возмущение и управление соответственно; 𝑣 = 𝑣(𝑡) ∈ 𝐿2[0, 𝑇 ];
𝑢 — управляющее воздействие; 𝑧(𝑡) — целевой выход; 𝑙⊤ — заданная
вектор-строка.

Для нахождения оптимального управления в работе предлагается
рассматривать задачу минимизации максимальной деформации систе-
мы, где внешнее возмущение принадлежит классу 𝐿2, а критерий мак-
симальнй деформации задается при помощи 𝐻2-нормы:

(2) 𝐽𝑇 [𝑢(𝑞, 𝑞)] = sup
𝑣 ̸=0

max𝑡∈[0,𝑇 ] |𝑧(𝑡)|
‖𝑣‖2

→ min
𝑢

2. Задача о наихудшем воздействии

Для механической системы, описывающей цепочку упруго связан-
ных масс с демпфированием (система на рис. 1), решена задача поиска
наихудшего возмущения в классе 𝐿2[0, 𝑇 ], максимизирующего функци-
онал (2). Получены явные выражения для оптимального возмущения
и соответствующего показателя качества:

(3) 𝑣(2)* (𝑡) = 𝑙⊤Ψ(𝑇 − 𝑡)𝐵, 𝐽
(2)
𝑇 =

{︃∫︁ 𝑇

0

|𝑙⊤Ψ(𝜃)𝐵|2𝑑𝜃
}︃1/2

.

Результаты моделирования представлены на рис. 2

Рис. 1: Модель системы
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Рис. 2: 𝐽 (𝑝)
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(𝑝)
𝑇 для системы с

двумя степенями свободы

В работе также показано, что подобный подход может быть при-
менен и к механическим системам с распределенными параметрами. В
частности рассматривается вязко-упругая модель консоли, описывае-
мая уравнением:

(4) 𝜌𝑆
𝜕2𝑤

𝜕𝑡2
+ 𝜗𝐼𝑧

𝜕5𝑤

𝜕𝑥4𝜕𝑡
+ 𝐸𝐼𝑧

𝜕4𝑤

𝜕𝑥4
= 𝑣(𝑡),
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где 𝜌 — плотность материала, 𝑆 — площадь поперечного сечения,
𝑤(𝑥, 𝑡) — динамический прогиб балки в точке с координатой 𝑥 в момент
времени 𝑡, 𝜗 — коэффициент вязкости материала , 𝐸 — модуль Юнга,
𝐼𝑧 момент инерции поперечного сечения балки, 𝑣(𝑡) — интенсивность
внешнего возмущения

3. Задача о минимаксном управлении
Рассматривается задача многокритериального управления связан-

ными объектами, позволяющая перераспределять внешние воздей-
ствия между подсистемами. Для системы из двух объектов (рис. 3)
формулируется двухкритериальная задача оптимизации в терминах
линейных матричных неравенств (LMI):

(5)

(︃
𝐴𝑌 + 𝑌 𝐴𝑇 +𝐵𝑢𝑍 + 𝑍𝑇𝐵𝑇𝑢 𝐵𝑣

𝐵𝑇𝑣 −𝐼

)︃
< 0,

⎛⎝ 𝑌 𝑌 𝑙
(𝑖)

𝑇

𝑘

𝑙
(𝑖)
𝑘 𝑌 𝛾2𝛼2

𝑘𝐼

⎞⎠ ⩾ 0

(6) 𝛾2 → inf, 𝑘 = 1, ..., 𝑁,

где 𝐴,𝐵𝑢, 𝐵𝑣 — матрицы системы в безразмерном виде; 𝑌 = 𝑌 𝑇 >
0; 𝜃 — элементы матрицы обратной связи, 𝑍 = 𝑌 −1𝜃; 𝛼𝑘 — весовые
коэффициенты свертки критериев; 𝛾 — минимизируемый параметр.

Результаты моделирования приведены на рис. 4

Рис. 3: Пример системы
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Рис. 4: Парето оптимальный
фронт

Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ (Проект № 24-11-20023),
https://rscf.ru/project/24-11-20023/.
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Minimax Control of Elastic Mechanical Systems
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This paper addresses the problems of controlling oscillations in elastic
mechanical systems subjected to external disturbances from a specified
class. The performance indices characterizing the oscillatory processes are
taken as the maximum deformations of the system’s elastic elements over
the given class of disturbances. The minimax problem consists of finding a
feedback control law based on the state variables of the mechanical system
that minimizes the specified index. As the first stage of solving the optimal
control problem, the issue of the worst-case disturbance from the given class
affecting the elastic mechanical system is investigated. Subsequently, using
the technique of linear matrix inequalities, a solution to the optimal control
problems for the system’s oscillations is constructed. The control problems
are considered in multi-objective formulations. Examples of numerical
solutions for finding the worst-case disturbance and optimal vibration
suppression in coupled mechanical structures, modeling the dynamics of
high-rise structures under seismic excitations, are provided.

УДК 517.93:531.36

Многочастотные колебания в обратимой механической
системе и их стабилизация

В. Н. Тхай
ИПУ РАН, Москва, Россия

tkhai@ipu.ru

Исследуются симметричные движения обратимой механической си-
стемы. Построена глобальная теория многочастотных колебаний.
Поставлена и решена задача стабилизации многочастотного коле-
бания.

Ключевые слова: обратимая механическая система, симметричные
многочастотные колебания, глобальная теория, стабилизация
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1. Введение
Многочастотные колебания являются важнейщим предметом ис-

следования в нелинейной динамике (см. [1–4], другие книги и много-
численные статьи). Для исследования таких колебаний применяются
универсальные асимптотические методы [1,2], теория возмущений [3,4]
и другие методы. Многочастотные колебания называются: в теории
дифференциальных уравнений — квазипериодическими решениями, в
классической и небесной механике — условно-периодическими движе-
ниями, в небесной механике и теории автономных систем — условно-
периодическими орбитами. Глобальная теория мночастотных колеба-
ний для лагранжевой системы, подверженной действию позиционных
сил, описана в [5].

2. Основной результат
Обратимая механическая система выделяется свойством простран-

ственно-временной симметрии и описывается уравнениями

(1)
𝑢̇ = 𝑈(𝑢, 𝑣), 𝑣̇ = 𝑉 (𝑢, 𝑣), 𝑢 ∈ R𝑙, 𝑣 ∈ R𝑛, 𝑙 ⩾ 𝑛,

𝑈(𝑢,−𝑣) = −𝑈(𝑢, 𝑣), 𝑉 (𝑢,−𝑣) = 𝑉 (𝑢, 𝑣)

(рассматриваются гладкие функции). Обычно за 𝑢 принимается век-
тор координат (квазикоординат), за 𝑣 — вектор скоростей (квазискоро-
стей). Фазовый портрет системы (1) симметричен относительно непо-
движного множества 𝑀 = {𝑢, 𝑣 : 𝑣 = 0}.

Начальная точка симметричного движения принадлежит непо-
движному множеству 𝑀 , на котором переменная 𝑣 = 0. Пусть в сим-
метричном движении системы (1) для переменных 𝑣𝑠 в некоторые мо-
менты времени 𝑡 = 𝑡𝑠 выполняются равенства

(2) 𝑣𝑠(𝑢
0, 𝑡𝑠) = 0, 𝑠 = 1, . . . , 𝑛.

В равенствах (2) по каждой переменной 𝑣𝑠 отсчитывается свое время
𝑡𝑠. Положим, что равенства (2) выполняются в точке 𝑢0 = 𝑢*. В силу
симметрии траектории относительно 𝑀 получаем 2𝑡𝑠-периодическое
движение по переменной 𝑣𝑠, которая представляется замкнутой кри-
вой в фазовом пространстве. В зависимости от числа 𝑘 несоизмеримых
чисел в наборе {𝑡𝑠} получается симметричное 𝑘-частотное колебание
(СК). Равенства (2) дают необходимые и достаточные условия суще-
ствования 𝑘-частотного СК. Рассмотрением всего множество началь-
ных точек, для которых выполняются условия (2), получается (𝑙− 𝑛)-
семейство 𝑘-частотных СК.
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Единое время 𝛾 по всем переменным в СК вводится равенствами
𝑡𝑠 = 𝜈𝑠𝛾. Равенства (2), записанные для фиксированного момента 𝛾 =
𝜏 , приобретают вид

(3) 𝑣𝑠(𝑢
0, 𝜈𝑠𝜏) = 0, 𝑠 = 1, . . . , 𝑛.

В системе уравнений (3) число 2𝜏 становится общим периодом по всем
переменным 𝑣𝑠 в СК. С изменением 𝜏 меняется общий период и проис-
ходит переход от одного СК к другому СК с новой начальной точкой
на 𝑀 . Единое время 𝛾 и общий период 2𝜏 применяются для построения
теории многочастотных колебаний, подобной теории для одночастот-
ного колебания.

Пусть система (3) имеет решение (𝑢*, 𝜏*). Вычислим матрицу Якоби
𝐽(𝑢0, 𝜏) для СК при (𝑢0, 𝜏0) = (𝑢*, 𝜏*). Вводится понятие невырожден-
ного СК для точки (𝑢0, 𝜏0).

Определение 1. Случай

(4) rank𝐽(𝑢0, 𝜏) = 𝑛

называется невырожденным для СК, а само движение — невырожден-
ным.

Глобальная теория мночастотных СК дается теоремой.
Теорема 1. Если система (1) имеет невырожденное СК, то оно:

а) рождается из равновесия (относительного равновесия), б) продол-
жается в фазовом пространстве на глобальное семейство СК по па-
раметру 𝜏 , в) продолжается глобально по параметру системы.

Доказательство приводится для СК с частотами 𝑘: 1 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑛. Вво-
дится понятие 𝑘-частотного колебания.

Определение 2. Семейство, полученное из СК с 𝑘 частотами сдви-
гами фаз в колебаниях, называется 𝑘-частотным колебанием.

Лемма 1. В обратимой механической системе вместе с СК ча-
стоты 𝑘 всегда существует 𝑘-частотное колебание, содержащее это
СК.

Ставится и решается задача стабилизации 𝑘-частотного колебания
в классе автономных управлений. Применяется адаптивная схема ста-
билизации (см. [6]). В обратной связи для консервативной системы
отлеживается потенциальная энергия, для других систем – квадрат
расстояния. Даются приложения.
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3. Заключение

Даются идеи и подходы, приводящие к глобальной теории много-
частных колебаний. Теорема 1 плюс адаптивная схема стабилизации
составляют ядро теории для обратимых механических систем.
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Symmetrical motions of reversible mechanical systems are studied. A
global theory of multifrequency oscillations is constructed. The problem of
stabilizing a multi-frequency oscillation was stated and solved.

359



УДК 681.511.46
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В работе предлагается подход к решению задачи компенсации воз-
мущений для системы гироскопа с управляющим моментом при на-
личии различных запаздываний управляющих сигналов на входе.
Предполагается, что внешние возмущения представляют собой мно-
гочастотные гармонические сигналы с неизвестными параметрами.
Рассматриваемая задача решается с использованием метода пря-
мой компенсации возмущений, основанного на принципе внутрен-
ней модели, в сочетании с техникой развязки каналов многомерной
системы Фальба–Воловича, применяемым к линеаризованной мо-
дели гироскопа с управляющим моментом. Эффективность пред-
ложенного решения подтверждается результатами моделирования,
выполненного в среде MATLAB/Simulink.

Ключевые слова: адаптивное управление; компенсация возмуще-
ний; многомерная система; гироскоп c управляющим моментом

1. Введение

В работе рассматривается задача прямой адаптивной компенсации
возмущений в многомерных системах с различными задержками в ка-
налах управления. Объектом исследования является гироскоп c управ-
ляющим моментом модели 750 [1]. Гироскоп с управляющим момен-
том представляет собой нелинейную многомерную систему, широко ис-
пользуемую в качестве исполнительного механизма в спутниках, кос-
мических аппаратах, беспилотных транспортных средствах и морских
судах. Задача компенсации возмущений решается с помощью метода
прямой компенсации возмущений [3] в сочетании с техникой развяз-
ки каналов управления на основе обратной связи по состоянию [2].
Предполагается, что система гироскопа с управляющим моментом ха-
рактеризуется различной величиной запаздывания сигнала в каналах
управления и подвержена влиянию мультигармонических возмущений
с неизвестными параметрами. Для решения поставленной задачи ис-
пользуется линеаризованная модель гироскопа с управляющим момен-
том, на основе которой выполняется развязка (декомпозиция) системы
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с целью устранения перекрестных связей между каналами управления.
Для декомпозированной модели системы синтезируется адаптивный
закон управления, обеспечивающий устойчивость в точке равновесия
одновременно с компенсацией внешних возмущений.

2. Основноый результат
Рассмотрим линеаризованную модель гироскопа с управляющим

моментом [1] в следующем виде:

(1)

⎧⎨⎩𝑥̇(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) +𝐵
(︀
𝑢𝜏 + 𝜐(𝑡)

)︀
,

𝑦(𝑡) = 𝐶𝑥(𝑡),

где 𝑥(𝑡) =
[︀
𝜃2(𝑡) 𝜃1(𝑡) 𝜔3(𝑡) 𝜔2(𝑡) 𝜔1(𝑡)

]︀⊤ — измеряемый век-
тор состояния, 𝑦(𝑡) =

[︀
𝜃2(𝑡) 𝜃1(𝑡)

]︀⊤ — измеряемый вектор выхода,
𝑢𝜏 =

[︀
𝑇1(𝑡−𝜏1) 𝑇2(𝑡−𝜏2)

]︀⊤ — вектор управляющих воздействий с за-
паздываниями 𝜏𝑖 ∈ R+ (𝑖 = 1, 2), 𝜐(𝑡) — неизмеряемый ограниченный
вектор внешних возмущений. Матрицы 𝐴, 𝐵 и 𝐶 являются известны-
ми, соответствующих размерностей.

Цель управления заключается в обеспечении устойчивости системы
(1) в точке равновесия 𝑔 =

[︀
𝜃20 𝜃10

]︀⊤
.

Закон управления для системы (1), обеспечивающий на основе об-
ратной связи по состоянию развязку каналов управления, в соответ-
ствие с методом Фальба–Воловича [2] задается в виде

(2) 𝑢𝑑(𝑡) = −𝐾𝑥(𝑡) + 𝐹𝑢𝜏 ,

где 𝐾 и 𝐹 — вещественные постоянные матрицы соответствующих раз-
меров. В результате выполнения процедуры декомпозиции исходная
система принимает вид

(3)

⎧⎨⎩𝑥̇(𝑡) = 𝐴Σ𝑥(𝑡) +𝐵Σ𝑢𝜏 +𝐵𝜐(𝑡),

𝑦(𝑡) = 𝐶𝑥(𝑡).

Здесь 𝐴Σ = 𝐴 − 𝐵𝐾, 𝐵Σ = 𝐵𝐹 , а передаточная функция 𝑊𝑢(𝑠) =

𝐶 (𝑠𝐼 −𝐴)−1
𝐵 имеет диагональную форму.

Закон управления для системы (3) формируется следующим обра-
зом:

(4) 𝑢(𝑡) = −𝜂⊤𝜉(𝑡),
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где 𝜂⊤ является настраиваемой матрицей, 𝜉(𝑡) — это оцениваемое со-
стояние наблюдателя.

Применяя метод прямой компенсации возмущений [3] к модели,
описанной в (3), можно независимо для каждого канала управления
построить адаптивный алгоритм управления с расширением памяти
регрессора в следующем виде:

(5) ˙̂𝜂𝑖 = 𝜇𝑖
(︀
𝑌𝑖 − Ω𝑖𝑖𝜂𝑖

)︀
, 𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑚.

Здесь 𝑌𝑖 = 𝐻(𝑠)
[︀
∆𝑖𝜀𝑖

]︀
, Ω𝑖𝑖 = 𝐻(𝑠)

[︀
∆𝑖∆

⊤
𝑖

]︀
, 𝜀𝑖 = 𝛿𝑖 −𝑊𝑖𝑖(𝑠)

[︀
𝑢𝑖(𝑡 −

𝜏𝑖)
]︀
, где 𝛿𝑖 является 𝑖-ой компонентой вектора 𝛿 = 𝑦 − 𝑔, 𝑊𝑖𝑖(𝑠) —

элемент, расположенный на диагонали матрицы 𝑊𝑢(𝑠), а 𝐻(𝑠) = 1
𝛼𝑠+1 ,

𝛼 > 0.

3. Заключение

В данной работе представлен метод компенсации мультигармони-
ческих внешних возмущений для системы гироскопа с управляющим
моментом, функционирующей в условиях наличия возмущений и за-
держек различной величины в каналах управления. Предложенный
метод сочетает линейную декомпозицию системы на основе обратной
связи по состоянию, выполненную в соответствие с классическим под-
ходом Фальба–Воловича, с методом прямой компенсации возмущений,
основанном на принципе внутренней модели. Результаты численного
моделирования иллюстрируют эффективность предложенного подхо-
да.

Предлагаемый подход может быть также применим в практических
приложениях.
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Direct Adaptive Disturbance Compensation for a Control
Moment Gyroscope with Distinct Input Delays
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The paper presents an approach to the disturbance compensation
problem for the Control Moment Gyroscope in the presence of different
control delays at the input. The external disturbances take the form of
multiharmonic signals with unknown parameters. The problem is solved
with a direct disturbance compensation technique derived from the internal
model principle together with the Falb–Wolovich decoupling method, appl-
ied to a linearized Control Moment Gyroscope model. The effectiveness of
the proposed method is validated through simulations conducted in the
MATLAB/Simulink environment.
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Экстремальные траектории в задаче Маркова
с управлением на треугольнике
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Рассмотрена задача оптимального быстродействия для робота с
дифференциальным приводом и ограниченными положительными
скоростями ведущих колес. Эта задача эквивалентна обобщению
классической задачи Маркова с расширенной областью управле-
ния. Для классификации всех экстремальных управлений исполь-
зуется принцип максимума Понтрягина. Начато исследование экс-
тремальных решений и необходимых условий оптимальности. Дан-
ное исследование важно для планирования движения в наземной
робототехнике.

Ключевые слова: оптимальное управление, задача быстродействия,
задача Маркова, колесный робот
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1. Введение
Рассматривается модель робота, который может двигаться толь-

ко вперед вдоль кривой ограниченной кривизны. Для решения мож-
но использовать классическую задачу Маркова. Но в модели Марко-
ва предполагается, что время любого перемещения пропорционально
пройденному пути. Такая модель не работает для реального робота
из-за особенности кинематики: при повороте максимальная линейная
скорость робота падает по сравнению с движением по прямой. Пред-
лагается использовать модель, учитывающую зависимость скорости от
типа маневра.

2. Постановка задачи Маркова на треугольнике
Рассматриваемая задача быстродействия для колесного робота эк-

вивалентна следующей задаче оптимального управления:⎧⎪⎨⎪⎩
𝑥̇ = 𝑢1 cos 𝜃,

𝑦̇ = 𝑢1 sin 𝜃,

𝜃 = 𝑢2,

(𝑥(0), 𝑦(0), 𝜃(0)) = (0, 0, 0), (𝑥(𝑇 ), 𝑦(𝑇 )) = (𝑥1, 𝑦1),

𝑇 → min,

где (𝑥, 𝑦) ∈ R2 задает положение центра колесной пары на плоско-
сти, 𝜃 ∈ 𝑆1 есть угол ориентации робота относительно оси абсцисс, а
управление 𝑢 = (𝑢1, 𝑢2) ∈ 𝑈 соответствует линейной и угловой скоро-
сти робота, которая принадлежит треугольнику (см. рис. 1)

𝑈 =

{︂
(𝑢1, 𝑢2) | 𝑢1 ∈ [1, 𝑢max

1 ], |𝑢2| ⩽
𝑢max
1 − 𝑢1
𝑢max
1 − 1

}︂
.

3. Классификация экстремальных управлений
Для описания экстремалей используется принцип максимума Понт-

рягина [1]. Введем вектор сопряженных переменных 𝜓 = (𝜓1, 𝜓2, 𝜓3) и
функцию Понтрягина

ℋ(𝜓, 𝜃, 𝑢) = 𝑢1(𝜓1 cos 𝜃 + 𝜓2 sin 𝜃) + 𝑢2𝜓3.

Уравнение гамильтоновой системы для сопряженных переменных при-
нимает следующий вид:⎧⎪⎨⎪⎩

𝜓̇1 = −ℋ𝑥 = 0,

𝜓̇2 = −ℋ𝑦 = 0,

𝜓̇3 = −ℋ𝜃 = 𝑢1(𝜓1 sin 𝜃 − 𝜓2 cos 𝜃).

(1)
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Рис. 1: Множество допустимых управлений 𝑈

Имеем условие максимума 𝐻(𝜓, 𝜃) = max𝑢ℋ(𝜓, 𝜃, 𝑢) ⩾ 0, условие
нетривиальности 𝜓 ̸= (0, 0, 0) и условие трансверсальности 𝜓3(𝑇 ) = 0.

Анализ фазового портрета системы (1) позволяет сформулировать
следующую теорему с учетом ограничений, полученных в работе [2].

Теорема 1. Экстремальные траектории, подозрительные на оп-
тимальность, порождаются кусочно-постоянным управлением. Воз-
можны следующие типы решений:

• 𝑆, 𝑇1 ∈ (0,∞);

• 𝐶, 𝑇1 ∈ (0, 𝜋];

• 𝐶𝐶, 𝑇1 ∈ (0, 𝜋], 𝑇2 = 𝜋;

• 𝐶𝑆, 𝑇1 ∈ (0, 𝜋], 𝑇2 ∈ (0,∞) или 𝑇1 ∈ (𝜋, 2𝜋),

𝑇2 ∈
[︂
− (𝑢max

1 − 1)

𝑢max
1

cot
𝑇1
2
,∞
]︂
;

• 𝑆𝐶𝑆, 𝑇1 ∈ (0, 𝑇𝑠], 𝑇2 = 𝑇𝑐, 𝑇3 =
𝑇𝑠
2

;

• 𝐶𝑆𝐶𝑆, 𝑇1 ∈ (0, 𝑇𝑐], 𝑇2 = 𝑇𝑠, 𝑇3 = 𝑇𝑐, 𝑇4 =
𝑇𝑠
2

;

• 𝑆𝐶𝑆𝐶𝑆, 𝑇1 ∈
(︂
0,
𝑇𝑠
2

]︂
, 𝑇2 = 𝑇𝑐, 𝑇3 = 𝑇𝑠, 𝑇4 = 𝑇𝑐, 𝑇5 =

𝑇𝑠
2

,

где 𝑆 соответствует движению по прямой, а 𝐶 — движению по
окружности; при этом 𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇4, 𝑇5 задают соответствующие
временные интервалы.
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4. Заключение

Начато исследование новой задачи Маркова на треугольнике. По-
лучена классификация кандидатов решения. Численно исследованы
решения для различных значений параметра 𝑢max

1 .
Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (Проект

№ 25-21-00681), https://rscf.ru/project/25-21-00681/.
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We consider a time minimizating problem for a differential drive robot
with bounded positive velocities of the driving wheels. This problem is
equivalent to a generalization of the classical Markov problem with an
extended control domain. The Pontryagin maximum principle is used to
classify all extremal controls. We study extremal solutions and necessary
optimality conditions. This research is important for motion planning in
ground-based robotics.
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Доказывается, что система без дрейфа с двумя управлениями яв-
ляется орбитально плоской тогда и только тогда, когда аннулятор
𝐾 распределения, порожденного управляющими векторными поля-
ми системы, является структурой Гурса. Показывается, что новая
независимая переменная и плоский выход в системе могут быть
найдены в результате преобразования кораспределения 𝐾 в нор-
мальную форму Гурса.

Ключевые слова: орбитальная плоскостность, системы без дрейфа

1. Введение
Одним из наиболее эффективных инструментов, позволяющих ре-

шать задачи управления нелинейными системами, является подход, ос-
нованный на дифференциальной плоскостности [1]. Орбитальная плос-
костность [2] является обобщением понятия дифференциальной плос-
костности на случай, когда в применяемые преобразования вовлече-
ны не только состояния, управления и и их производные по време-
ни, но и независимая переменная. Необходимое и достаточное условие
орбитальной плоскостности в настоящий момент известно только для
систем с одним управлением [3]. В настоящей работе мы обращаем-
ся к проблеме орбитальной плоскостности систем без дрейфа с двумя
управлениями.

2. Орбитальная плоскостность
Рассмотрим нелинейную систему

Σ : 𝑥̇ = 𝐹 (𝑥, 𝑢), 𝑥 ∈ 𝑋 ⊂ R𝑛, 𝑢 ∈ 𝑈 ⊂ R𝑚,

где 𝑋 и 𝑈 — открытые множества, которым принадлежат состояние 𝑥
и управление 𝑢; 𝐹 — 𝐶∞-гладкое векторное поле на 𝑋 × 𝑈 . Сопоста-
вим системе Σ бесконечномерное многообразие 𝒩 c координатами 𝑡, 𝑥,
𝑢(0), 𝑢(1), . . . , 𝑢(𝑘), . . . , где координата 𝑢(𝑘) соответствует производной
управления 𝑢 порядка 𝑘 по времени 𝑡, и кораспределение

𝒥 = span{𝑑𝑥𝑖−𝐹𝑖(𝑥, 𝑢)𝑑𝑡, 𝑖 = 1, 𝑛; 𝑑𝑢
(𝑘)
𝑗 −𝑢

(𝑘+1)
𝑗 𝑑𝑡, 𝑗 = 1,𝑚, 𝑘 = 0, 1, . . . }.
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Наряду с системой Σ, рассмотрим систему Σlin: 𝑦′ = 𝑣 с состоянием
𝑦 ∈ R𝑚, управлением 𝑣 ∈ R𝑚, 𝑦′ = 𝑑𝑦/𝑑𝜏 . Системе Σlin сопоставим бес-
конечномерное многообразие 𝒩 lin с координатами 𝜏 , 𝑦, 𝑦′, . . . , 𝑦(𝑙), . . . ,
где координата 𝑦(𝑙) соответствует производной переменной 𝑦 порядка 𝑙
по независимой переменной 𝜏 , и кораспределение

𝒥 lin = span{𝑑𝑦(𝑙)𝑗 − 𝑦
(𝑙+1)
𝑗 𝑑𝜏, 𝑗 = 1,𝑚, 𝑙 = 0, 1, 2, . . . }.

Определение 1. [2] Систему Σ называют орбитально плоской в
окрестности точки 𝑝 ∈ 𝒩 , если существует диффеоморфизм Ψ из от-
крытого множества 𝑈 ⊂ 𝒩 lin в некоторую окрестность точки 𝑝, такой,
что Ψ*𝒥 = 𝒥 lin.

Если система Σ орбитально плоская, то существуют натуральные
числа 𝑟1, . . . , 𝑟𝑚, 𝑘 и гладкие функции 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝐴, 𝐵, такие, что перемен-
ные 𝑡, 𝑥, 𝑢 локально выражаются через 𝜏 , 𝑦𝑟11 , . . . , 𝑦𝑟𝑚𝑚 соотношениями

(1)
𝑡 = 𝛼(𝜏, 𝑦

𝑟1−1
1 , . . . , 𝑦𝑟𝑚−1

𝑚 ), 𝑥 = 𝛽(𝜏, 𝑦
𝑟1−1
1 , . . . , 𝑦𝑟𝑚−1

𝑚 ),

𝑢 = 𝛾(𝜏, 𝑦
𝑟1
1 , . . . , 𝑦

𝑟𝑚
𝑚 ),

а переменные 𝜏 , 𝑦(0)1 , . . . , 𝑦(0)𝑚 локально выражаются через 𝑡, 𝑥 и 𝑢̄𝑘

соотношениями

(2) 𝜏 = 𝐴(𝑡, 𝑥, 𝑢̄𝑘), 𝑦
(0)
𝑗 = 𝐵𝑗(𝑡, 𝑥, 𝑢̄

𝑘), 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑚.

Будем говорить, что соотношения (2) задают новую независимую пе-
ременную 𝜏 и плоский выход 𝑦 = (𝑦

(0)
1 , . . . , 𝑦(0)𝑚 ) в системе Σ. Соотноше-

ния (1) являются субмерсией и позволяют определить для пары (𝜏, 𝑦)
понятие орбитальной разности как разность 𝑑orb =

∑︀𝑚
𝑖=1 𝑟𝑖 − 𝑛 между

размерностью прообраза и образа в соотношениях (1).
3. Основные результаты

Рассмотрим систему без дрейфа с двумя управлениями

Σdr : 𝑥̇ = 𝑓1(𝑥)𝑢1 + 𝑓2(𝑥)𝑢2, 𝑥 ∈ 𝑋 ⊂ R𝑛, 𝑢 ∈ 𝑈 ⊂ R2,

где 𝑋 и 𝑈 — открытые множества, а 𝑓1 и 𝑓2 — поточечно линейно
независимые 𝐶∞-гладкие векторные поля на 𝑋 × 𝑈 .

Рассмотрим гладкое кораспределение ℐ на множестве 𝑋. Производ-
ным флагом кораспределения ℐ называют последовательность корас-
пределений ℐ(0) ⊃ ℐ(1) ⊃ ℐ(2) ⊃ . . . , которая строится по правилу

ℐ(0) = ℐ, ℐ(𝑗+1) = {𝜔 ∈ ℐ(𝑗) : 𝑑𝜔 ≡ 0 mod ℐ(𝑗)}, 𝑗 = 0, 1, 2, . . . ,
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где 𝑑𝜔 — внешний дифференциал формы 𝜔.
Определение 2. Кораспределение ℐ называют структурой Гурса

на открытом подмножестве 𝑋 ′ ⊂ 𝑋, если на 𝑋 ′ выполнены равенства
rank ℐ(𝑗) = 𝑛− 2− 𝑗, 𝑗 = 0, 𝑛− 2.

Определение 3. Кораспределение ℐ эквивалентно нормальной
форме Гурса в окрестности некоторой точки 𝑥0 ∈ 𝑋, если существует
диффеоморфизм 𝑥 = 𝛽(𝑧) из открытого подмножества R𝑛 в окрест-
ность точки 𝑥0, такой, что 𝛽*ℐ = ℒ, где

ℒ = span{𝑑𝑧1 − 𝑧2𝑑𝑧𝑛, 𝑑𝑧2 − 𝑧3𝑑𝑧𝑛, . . . , 𝑑𝑧𝑛−2 − 𝑧𝑛−1𝑑𝑧𝑛}.

Известно, что если кораспределение ℐ является структурой Гурса
на открытом подмножестве 𝑋 ′ ⊂ 𝑋, то существует открытое, всюду
плотное подмножество 𝑋 ′′ ⊂ 𝑋 ′, такое, что для любой точки 𝑥0 ∈ 𝑋 ′′

кораспределение ℐ эквивалентно нормальной форме Гурса в окрестно-
сти точки 𝑥0.

Сопоставим системе Σdr на множестве 𝑋 кораспределение 𝒦, явля-
ющееся аннулятором распределения 𝒟 = span{𝑓1, 𝑓2}, так что 𝒦 = 𝒟⊥.

Теорема 1. Система Σdr является орбитально плоской тогда и
только тогда, когда кораспределение 𝒦 является структурой Гурса.

Теорема 2. Пусть система Σdr орбитально плоская, и 𝑥 = 𝛽(𝑧) —
диффеоморфизм, такой, что 𝛽*𝒦 = ℒ. Если 𝑧 = 𝜙(𝑥) — отображе-
ние, обратное к 𝛽, то для любой функции 𝑀(𝑡, 𝑥), удовлетворяющей

условию
𝜕𝑀

𝜕𝑡
̸= 0, пара (𝜏, 𝑦), где

𝜏 = 𝜙𝑛(𝑥), 𝑦
(0)
1 = 𝜙1(𝑥), 𝑦

(0)
2 =𝑀(𝑡, 𝑥),

задает новую независимую переменную и плоский выход системы Σdr.
Для этой пары орбитальная разность равна нулю.
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Orbital Flatness of Two-Input Driftless Control Systems
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We prove that a two-input driftless control system is orbitally flat if
and only if the annihilator of the distribution 𝐾 spanned by the control
vector fields is the Goursat structure. We show that a new independent
variable and a flat output in the system can be found by transforming the
codistribution 𝐾 into the Goursat normal form.
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О скользящих режимах функционально-дифференциальных
уравнений с разрывной правой частью
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Рассматриваются способы описания множества точек разрыва
правых частей и условий возникновения скользящих режимов
функционально-дифференциальных уравнений. Основное внима-
ние уделяется изучению управляемых систем с разрывными обрат-
ными связями с запаздыванием методом эквивалентного управле-
ния.

Ключевые слова: функционально-дифференциальное уравнение с
разрывной правой частью, скользящий режим, обратные связи с
запаздыванием, эквивалентное управление.

1. Введение

Мы рассматриваем функционально-дифференциальное уравнение

(1) 𝑥̇ = 𝑓(𝑡, 𝑥𝑡(·)), 𝑥𝑡0(·) = 𝜑0(·),

где 𝑓 : 𝑅1 × 𝐶𝜏 → 𝑅𝑛, 𝑅𝑛 — 𝑛-мерное векторное пространство, 𝐶𝜏
— пространство всех непрерывных функций, определенных на отрез-
ке [−𝜏, 0] со значениями в 𝑅𝑛 с обычной sup-нормой, 𝑥𝑡(𝜃) = 𝑥(𝑡 + 𝜃),
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−𝜏 ⩽ 𝜃 ⩽ 0. В наших исследованиях функция 𝑓 разрывна на множе-
стве 𝑀 ⊂ 𝑅1×𝐶𝜏 . Движения системы (1) по множеству 𝑀 по аналогии
с разрывными системами без запаздывания будем называть скользя-
щими режимами.

Функциональная природа систем с запаздыванием в теории устой-
чивости хорошо известна, начиная с известных работ Н.Н. Красовско-
го, связанных с прямым методом Ляпунова. Здесь возникают пробле-
мы с вычислением производных функционалов Ляпунова–Красовского
вдоль решений, т. к. для этого в общем случае нужно знать сами реше-
ния. Такая же проблема возникает для получения уравнений скользя-
щих режимов функционально-дифференциальных уравнений (1). Ос-
новное внимание будет уделяться управляемым системам

(2) 𝑥̇ = 𝑓(𝑡, 𝑥𝑡( · ), 𝑢(𝑡, 𝑥𝑡( ·))
в предположении, что функция 𝑓 непрерывна, 𝑢(𝑡, 𝑥𝑡(·)) = (𝑢1, . . . , 𝑢𝑚)
имеет смысл управления и каждая функция 𝑢𝑖(𝑡, 𝜑(·)) разрывна на сво-
ем множестве 𝑀𝑖 ⊂ 𝑅1×𝐶𝜏 . Эти и другие вопросы теории разрывных
систем с последействием исследовались в [2].

2. Скользящие режимы
Конструктивное описание множеств точек разрыва 𝑀𝑖 и скользя-

щих режимов для уравнений (2) опирается на теорию инвариантно-
дифференцируемых функционалов из [2].

Определение 1. Функционал 𝑊 (𝑡, 𝑥, 𝜑(·)) инвариантно диффе-
ренцируем в точке 𝑝 = (𝑡, 𝑥, 𝜑(·)) ∈ 𝑅1 × 𝑅𝑛 × 𝐶𝜏 , если справедливо
равенство

𝑊 (𝑡+ 𝜁, 𝑥+ 𝑧,Φ𝜉(·))−𝑊 (𝑡, 𝑥, 𝜑(·)) =

=
𝜕𝑊 (𝑝)

𝜕𝑡
· 𝜁 + ⟨∇𝑥𝑊 (𝑝), 𝑧⟩+ 𝜕𝜑𝑊 (𝑝) · 𝜉 + 𝑜

(︂√︁
‖𝑧‖2 + 𝜁2 + 𝜉2

)︂
для всех 𝑧 ∈ 𝑅𝑛, 𝜉 ∈ [0,∆], 𝜁 ⩾ 0, где ∇𝑥𝑊 — градиент функционала
𝑊 по переменной 𝑥, ⟨·, ·⟩ — знак скалярного произведения, 𝜕𝜑𝑊 (𝑝)
— инвариантная производная функционала 𝑊 по переменной 𝜑(·), не
зависящая от правой части уравнения (1). (Детальное описание см.
в [2].)

Множества точек разрыва для исследуемых систем (1) и (2) рас-
сматриваются в виде пересечения многообразий

𝑀𝑖 = {(𝑡, 𝜑(·)) :𝑊𝑖(𝑡, 𝜑(0), 𝜑(·)) = 0}, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚,

которые обладают свойством граничности [2].
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Теорема 1. Если на пересечении множеств 𝑀𝑖 для уравнения (1)
существует скользящий режим 𝑥(𝑡), определенный на промежутке
[𝑡0 − 𝜏, 𝜔), то для любого 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝜔) выполняется условие

𝐾𝑖(𝑡, 𝑥𝑡(·)) ∩ 𝐹 (𝑡, 𝑥𝑡(·)) ̸= ∅,

где 𝐾𝑖(𝑡, 𝑥𝑡(·)) = {𝑧 ∈ 𝑅𝑛 : ⟨∇𝑥𝑊𝑖(𝑝), 𝑧⟩+ 𝜎𝑖(𝑝) = 0} и

𝜎𝑖(𝑝) =
𝜕𝑊𝑖(𝑝)

𝜕𝑡
+ 𝜕𝜑𝑊𝑖(𝑝), 𝑝 = (𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑥𝑡(·)), 𝑖 = 1, . . . ,𝑚.

3. Метод эквивалентного управления
Рассмотрим управляемую систему (2). Функции 𝑢𝑒𝑞𝑖 = 𝑢𝑒𝑞𝑖 (𝑡, 𝜑(·)),

удовлетворяющие уравнениям

⟨∇𝑥𝑊𝑖(𝑝), 𝑓(𝑡, 𝜑(·), 𝑢𝑒𝑞1 , . . . , 𝑢𝑒𝑞𝑘 )⟩+ 𝜕𝜑𝑊𝑖(𝑝) + 𝜕𝑡𝑊𝑖(𝑝)

⃒⃒⃒⃒
𝑝=(𝑡,𝜑(0),𝜑(·))

= 0,

называются эквивалентными управлениями.
Теорема 2. Если каждое значение 𝑢𝑒𝑞𝑖 содержится в отрезке с

концами 𝑢−𝑖 , 𝑢+𝑖 (предельными значениями управления 𝑢𝑖 с обеих сто-
рон множества 𝑀𝑖), то скользящий режим уравнения (2) удовлетво-
ряет уравнению

(3) 𝑥̇ = 𝑓(𝑡, 𝑥𝑡(·), 𝑢𝑒𝑞1 (𝑡, 𝑥𝑡(·), . . . , 𝑢𝑒𝑞𝑘 (𝑡, 𝑥𝑡(·)).

4. Заключение
Теоремы 1 и 2 дают необходимые условия существования скользя-

щих режимов. Факты однозначной определенности уравнений скользя-
щих режимов вопроса о существовании скользящих режимов разрыв-
ных систем не решают и наличие последействия в них никакой роли
не играет. В общем случае этот вопрос требует дополнительного иссле-
дования. В [3] он решается для управляемых механических систем на
принципе декомпозиции. Теорема 2 может применяться для изучения
режимов декомпозиция с последействием.

Исследование выполнено в рамках госзадания Минобрнауки России (Проект №
1210401300060-4).

Список литературы
1. Финогенко И.А. Проблемы и методы исследования функционально-

дифференциальных уравнений с разрывной правой частью // Докла-
ды РАН. Математика, информатика, процессы управления. 2025. Т. 522.
№ 2. С. 62–69.

372



2. Ким А.В. i-гладкий анализ и функционально-дифференциальные урав-
нения. Екатеринбург: Изд-во ИММ УрО РАН, 1996.

3. Пятницкий Е.С. Синтез иерархических систем механическими и эле-
тромеханическими объектами на принципе декомпозиции. I, II // АиТ.
1989. № 1. С. 87–98; № 2. С. 57–70.

On Sliding Modes of Functional-Differential Equations
with Discontinuous Right-Hand Part

I. A. Finogenko
V. M. Matrosov Institute of System Dinamics and Control Theory of SB RAS,

Irkutsk, Russia
fin@icc.ru

Methods for describing sets of discontinuity points and the conditions
for the emergence of sliding modes for functional-differential equations are
considered. The primary focus is on the study of control systems with
discontinuous positional feedback and delay.
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Метод генерирующей модели основан на определении корней авто-
регрессионной модели сигнала и формировании на их основе линей-
ной динамической модели. Предложена модификация метода для
синтеза эталонной модели по желаемой траектории в условиях ад-
дитивного шума. Предложено фильтровать корни с учетом полосы
пропускания полезного сигнала, использовать кластеризацию для
объединения близко расположенных различных корней в кратный
корень и оптимизацию корней для уточнения модели. Полученные
корни формируют эталонную модель заданного сигнала.

Ключевые слова: слежение, эталонная модель, генерирующая мо-
дель, авторегрессионная модель, аппроксимация
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1. Введение

Метод генерирующей модели (ГМ) [1,2] позволяет в рамках одной
процедуры получить динамическую модель объекта или процесса по
известному выходу, сформировать базис генерирующих функций и ап-
проксимировать сигнал с заданной точностью. Рассматриваемый ме-
тод основан на выводе характеристического уравнения авторегрессион-
ной модели дискретного сигнала. Корни характеристического уравне-
ния, преобразованные в непрерывную область, формируют собствен-
ные числа динамической модели и базис генерирующих функций. В
статье предлагается несколько дополнений алгоритма синтеза ГМ в
условиях шума: фильтрация, кластеризация и оптимизация корней.

2. Основной результат

Рассмотрим сигнал 𝑓 , заданный графически или таблично 𝑓 =
{𝑓1, 𝑓2, ..., 𝑓𝑀} на временном интервале [0, 𝑇 ] с шагом ℎ. Сигнал пред-
ставляет собой аддитивную сумму низкочастотного полезного сигнала
и высокочастотного шума. Предположим, что спектр полезного сигна-
ла ограничен частотой 𝜔0. Требуется построить линейную эталонную
модель заданной размерности в канонической управляемой форме со
входом 𝜂 и начальными условиями x𝐺 (0):

(1) ẋ𝐺 = A𝐺x𝐺 +B𝐺𝜂, 𝑦𝐺= Cx𝐺,

выход которой 𝑦𝐺 с заданной точностью аппроксимирует желаемый
сигнал 𝑓 на интервале [0, 𝑇 ].

Рассмотрим процедуру синтеза ГМ. Первые три этапа построения
ГМ описаны в [1,2]. Введем авторегрессионную модель сигнала:

(2) 𝑓𝑘 = 𝑎𝑁,1𝑓𝑘−1 − ...− 𝑎𝑁,𝑁−1𝑓𝑘−𝑁+1 − 𝑎𝑁,𝑁𝑓𝑘−𝑁 ,

где 𝑁 — размерность модели, 𝑎𝑁,𝑗 — параметры.
Этап 1. Определим размерность ГМ 𝑁 путем последовательного

расширения матрицы Z, пока добавляемый столбец является линейно
независимым от остальных столбцов матрицы Z

Z =

⎛⎜⎜⎝
𝑓𝑘 𝑓𝑘−1 ... 𝑓𝑘−𝑁
𝑓𝑘−1 𝑓𝑘−2 ... 𝑓𝑘−𝑁−1

... ... ... ...
𝑓𝑘−𝑁 𝑓𝑘−𝑁−1 ... 𝑓𝑘−2𝑁

⎞⎟⎟⎠ .

Этап 2. Вычислим параметры модели (2) 𝑎𝑁,𝑗 .
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Этап 3. Преобразуем корни 𝜆𝑧𝑖 характеристического уравнения
матрицы Z из z-области в s-область по формуле 𝜆𝑠𝑖 =

1
ℎ ln𝜆𝑧𝑖 .

Этап 4. Выполним фильтрацию корней, удовлетворяющих условию
Im𝜆𝑠𝑖 < 𝜔0. Оставшиеся 𝑁 − 𝑙 корней формируют модель шума.

Этап 5. Выполним кластеризацию 𝑙 корней модели полезного сиг-
нала, расположенных близко друг к другу, формируя кратный корень.

Этап 6. Сформируем базис генерирующих функций и представим
выход ГМ в виде суммы генерирующих функций с весами 𝑎𝑖 и 𝑏𝑖

𝑦𝐺 =

𝑟∑︁
𝑖=1

𝑒𝜆𝑖𝑡 (𝑎𝑖 cos𝜔𝑖𝑡+ 𝑏𝑖 sin𝜔𝑖𝑡) =

𝑟∑︁
𝑖=1

(︁
𝑐𝑖𝑒

(𝜆𝑖+𝑗𝜔𝑖)𝑡 + 𝑐*𝑖 𝑒
(𝜆𝑖−𝑗𝜔𝑖)𝑡

)︁
,

где 𝑎𝑖 = 2
𝑝𝑖−1∑︀
𝑘=0

̃︀𝑐𝑖𝑘𝑡𝑘, 𝑏𝑖 = −2 𝑝𝑖−1∑︀
𝑘=0

̃︀𝑐*𝑖𝑘𝑡𝑘, 𝑐𝑖 = ̃︀𝑐𝑖𝑘+𝑗̃︀𝑐*𝑖𝑘, 𝑐*𝑖 = ̃︀𝑐𝑖𝑘−𝑗̃︀𝑐*𝑖𝑘, 𝑝𝑖 —

кратность i-го корня, 𝑟 — число различных корней. Коэффициенты 𝑎𝑖,
𝑏𝑖, могут быть вычислены методом наименьших квадратов. Если кла-
стеризация оказывается ошибочной, множители при соответствующих
генерирующих функциях близки к нулю.

Этап 7. Уточним значения корней, минимизирующих критерий

𝐽 =

𝑀∑︁
𝑖=1

(𝑓𝑖 − 𝑦𝐺 (𝑡𝑖))
2
.

Если число корней совпадает с размерностью эталонной модели, то
полученные корни являются собственными числами матрицы A𝐺.

Этап 8. Преобразуем ГМ к эталонной модели заданной размерно-
сти вида (1), отнеся часть корней к модели входа 𝜂(𝑡) [1,2]. Вычислим
x𝐺 (0) путем дифференцирования выхода ГМ 𝑦𝐺(𝑡).

3. Пример

Для дискретного сигнала 𝑓(𝑡𝑘) = 𝑒−𝑡𝑘 sin(10𝑡𝑘) + 𝑒𝑘, где 𝑘 — но-
мер отсчета, 𝑒𝑘 — белый шум, получены корни в непрервыной обла-
сти: 𝜆𝑠1,2 = 3.5 ± 269.3𝑖, 𝜆𝑠3,4 = 5.3 ± 179.1𝑖, 𝜆𝑠5,6 = −3.7 ± 108.2𝑖,
𝜆𝑠7,8 = −1.7 ± 12.1𝑖. После фильтрации по частотному критерию и
оптимизации получены корни ГМ: 𝜆𝑠1,2 = −0.996 ± 10.002𝑖, кото-
рые формируют выход ГМ в виде суммы генерирующих функций
𝑦𝐺(𝑡) = 𝑒−0.996𝑡(0.9971 sin(10.0023𝑡) + 0.0007 cos(10.0023𝑡)) и матрицу
A𝐺 с характеристическим уравнением 𝜆2 − 1.992𝜆+ 101.032 = 0.
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4. Заключение

Предложен итерационный алгоритм синтеза эталонной модели по
заданному сигналу в условиях шума. Метод может также использо-
ваться для построения динамической модели объекта по известному
выходу, аппроксимации сеточных функций и фильтрации сигналов.
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Рассматривается синтез алгоритмов управления каскадными си-
стемами на основе метода скоростного биградиента. Предложены
алгоритмы виртуального управления выходным каскадом с инте-
гральной добавкой для уменьшения ошибки слежения при несим-
метричном дребезге. Показано значительное уменьшение статиче-
ской ошибки за счет интегрального виртуального управления при
стабилизации каскадной системы.

Ключевые слова: скользящий режим, интегральное управление,
дребезг, метод скоростного градиента, стабилизация, слежение

1. Введение

Рассматривается задача адаптивного управления каскадной систе-
мой, состоящей из двух подсистем. Применение скользящих режимов с
адаптацией неизвестных параметров выходного каскада лежат в основе
метода скоростного биградиента (МСБГ) [1]. В МСБГ в качестве от-
клонения от поверхности скольжения рассматривается невязка между
выходом входного каскада и настраиваемым виртуальным управлени-
ем выходным каскадом. Устойчивость МСБГ обосновывается методом
функций Ляпунова для идеального скользящиего режима [1].

Рассмотрим несимметричный реальный скользящий режим, при ко-
тором модуль отклонения от поверхности скольжения отличается в за-
висимости от знака отклонения. Несимметричный реальный скользя-
щий режим приводит к ошибке слежения, уровень которой зависит
от разницы модулей среднего положительного и отрицательного от-
клонений от поверхности скольжения. Для борьбы с несимметричным
дребезгом можно использовать увеличение частоты переключения.

Повышение размерности выходного каскада за счет добавления ин-
тегратора лежит в основе МСБГ с интегральным виртуальным управ-
лением (ИВУ) [2,3].

Целью работы является синтез алгоритмов интегрального вирту-
ального управления для уменьшения ошибки слежения, вызванной
несимметричным дребезгом, при управлении каскадной системой.
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2. Основной результат

Рассмотрим задачу слежения для линейной каскадной системы в
условиях параметрической неопределенности. Желаемая траектория
выходного каскада задается эталонной моделью. Синтезируем алго-
ритмы виртуального управления выходным каскадом с использовани-
ем интегральной составляющей. В МСБГ с ИВУ расширяется размер-
ность выходного каскада за счет добавления интегратора и формиру-
ется информационный выход выходного каскада как линейная комби-
нация ошибки слежения и ее производных [2,3]. Обратная связь по ин-
формационному выходу формирует контуры как виртуального управ-
ления, так и управления замкнутой системой.

Синтезируем виртуальное управление в форме обратной связи по
информационному выходу, а управление замкнутой системой в фор-
ме обратной связи по отклонению от поверхности скольжения. Проде-
монстрируем повышение точности на примере стабилизации линейной
каскадной системы второго порядка с несимметричным дребезгом.

3. Пример

Не уменьшая общности, продемонстрируем применение предложен-
ных алгоритмов для задачи стабилизации линейного каскадного объ-
екта второго порядка при известных параметрах. Объект управления:
𝑥̇1 = 𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2, 𝑥̇2 = 𝑢. Целью управления является стабилиза-
ция выходного каскада с фазовой координатой 𝑥1 и ограниченность
переменной 𝑥2. Проведем синтез на основе МСБГ при известных па-
раметрах выходного каскада тремя способами. Введем отклонение от
многообразия в виде: 𝜎 = 𝑥2−𝑥2virt, где 𝑥2virt — виртуальное управле-
ние выходным каскадом.

1. МСБГ с виртуальным П-управлением [1]: 𝑥2virt = 𝜃𝑥1, 𝑢 = −𝛾𝑚 ·
sign (𝜎).

Расширим размерность выходного каскада 𝑥̇2virt = 𝑣 и сформируем
информационный выход: 𝑦 = (𝑎11 + 𝑔0)𝑥1 + 𝑎12𝑥2virt.

2. МСБГ с ИВУ [2,3]: 𝑣 = −𝛾sign (𝑦) + 𝛾𝑚sign (𝜎), 𝑢 = −𝛾 · sign (𝑦).
3. Предложим модификацию МСБГ c добавлением интеграль-

ной составляющей в виртуальное управление: 𝑣 = −𝛾sign (𝑦), 𝑢 =
−𝛾𝑚sign (𝜎). Проведем компьютерное моделирование системы с тре-
мя алгоритмами с интервалом переключения h=0,001 с параметрами
𝑎11 = 10, 𝑎12 = 10, 𝑥1(0) = 0, 2, 𝑥2(0) = −0, 1, 𝑔0 = 10, 𝛾 = 10, 𝛾𝑚 = 20,
𝜃 = −1, 2 (рис. 1).

Из рис. 1 видно, что во всех случаях дребезг несимметричный. Ве-
личины положительного и отрицательного отклонений от поверхности
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Рис. 1: Отклонение от многообразия и выходная координата каскадной
системы с алгоритмами управления

скольжения зависят от начальных условий и внешних воздействий и
заранее не прогнозируются. Время достижения поверхности скольже-
ния одинаково. Статическая ошибка уменьшается при применении ал-
горитмов интегрального виртуального управления.

4. Заключение

Предложенный алгоритм обеспечивает уменьшение ошибки стаби-
лизации в несимметричном скользящем режиме без уменьшения ин-
тервала переключения. Обоснованием уменьшения статической ошиб-
ки являются свойства интегрального управления. На основе МСБГ и
его модификаций можно уменьшить ошибку в задаче слежения, в том
числе в условиях параметрической неопределенности.
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The control design of the cascade systems consisting of two subsystems
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caused by the asymmetrical chattering is proposed. The decrease of the
stabilization error by virtue of an integral virtual control is demonstrated.
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Предложено условие ускоренной сходимости за фиксированное вре-
мя решений нелинейных динамических систем для которых выпол-
нены специальные условия на производную от квадратичной функ-
ции, вычисленной вдоль решений системы. Обсуждаются условия
сходимости решений за фиксированное время в заданную область
и к нулю. Для достижения ускоренной сходимости используется от-
рицательный показатель в правой части производной квадратичной
функции на определенном участке эволюции системы.
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1. Введение
Вопрос устойчивости за конечное время (в англоязычной литера-

туре «finite time stability») впервые обсуждался в основополагающих
публикациях [1,2], где в частности предлагалось использовать кусочно-
постоянные законы управления на базе знаковой функции. При ис-
пользовании таких законов управления на практике возникают высо-
кочастотные колебания с большой амплитудой в регулирующем сигна-
ле из-за чаттеринга, связанного с наличием помех в канале измерения,
запаздывания, использованием приближенных вычислений и аппрок-
симаций, и т.п.

К настоящему времени в области разработки законов управления,
стабилизирующих систему за конечное время, проделана большая ра-
бота, где предложены эффективные алгоритмы со скручиванием (от
англ. “twisting”) и суперскручиванием (от англ. “supertwisting”), а так-
же алгоритмы, основанные на свойствах однородности дифференци-
альных уравнений [3–5], и это лишь некоторые из них. Здесь для стаби-
лизации системы используются непрерывные законы управления, что
исключает большие по амплитуде колебания в условиях чаттеринга.

Если обозначить за 𝑇 время после которого все решения динамиче-
ской системы равны нулю (от англ. “settling-time”) и 𝑥0 — начальные
условия данной системы, то в [3–5] выполняется условие сходимости
за конечное время в виде 𝑇 (𝑥0) <∞.

В отличие от [3–5], в [6] предложены решения, гарантирующие схо-
димость решений к положению равновесия за фиксированное время
(от англ. “fixed-time stability”), т.е. существует 𝑇max > 0 такое, что для
любых 𝑥0 выполнено 𝑇 (𝑥0) ⩽ 𝑇max.

В данной статье будут предложены условия, гарантирующие уско-
ренную сходимость за фиксированное время, что позволяет уменьшить
значение 𝑇max по сравнению с [6]. Рассмотрены два условия: ускорен-
ная сходимость за фиксированное время в заданное множество и к
нулю.

2. Основной результат
Рассмотрим систему

(1) 𝑥̇ = 𝑓(𝑡, 𝑥), 𝑥(0) = 𝑥0,

где 𝑡 ⩾ 0, 𝑥 ∈ R𝑛 и 𝑓 : [0; +∞) × R𝑛 → R𝑛 — нелинейная функция,
которая может быть разрывной. Решение уравнения (1) понимаются в
смысле Филиппова [7]. Предположим, что начало координат является
точкой равновесия уравнения (1).
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Лемма 1. Если существует непрерывная радиально неограничен-
ная положительно-определенная функция 𝑉 : R𝑛 → [0; +∞) такая,
что любое решение 𝑥(𝑡) системы (1) удовлетворяет неравенству
(2)

𝒟+𝑉 (𝑥(𝑡)) ⩽

⎧⎨⎩−
[︁
𝛼𝑉 𝑝(𝑥(𝑡)) + 𝛽

𝑉
𝑞
(𝑥(𝑡))

𝑒
− 𝛾

𝑉
𝑟
(𝑥(𝑡))

]︁𝑘
, 𝑉 (𝑥(𝑡)) > 0,

0, 𝑉 (𝑥(𝑡)) = 0,

где 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝑝, 𝑞, 𝑟, 𝑘 — положительные числа и 𝑝𝑘 > 1, тогда мно-
жество

(3) ℳ =
{︁
𝑥 ∈ R𝑛 : |𝑥| ⩽ 𝑉 −1

(︁
𝑟

√︁
𝑘𝛾

ln(𝐶)

)︁
, 𝐶 > 1

}︁
является глобально притягивающим за фиксированное время с оцен-
кой сверху на время сходимости

(4) 𝑇max := 1

𝛼
𝑘
(𝑝𝑘−1)

+ 𝐶

𝛽
𝑘
(𝑞𝑘+1)

для любых начальных условий 𝑥(0), а также lim
𝑡→∞

𝑥(𝑡) = 0. Здесь

𝒟+ означает верхнюю правую производную функции 𝜑(𝑡): 𝒟+𝜑(𝑡) :=

lim sup
ℎ→+0

𝜑(𝑡+ℎ)−𝜑(𝑡)
ℎ .

Лемма 2. Если существует непрерывная радиально неограничен-
ная положительно-определенная функция 𝑉 : R𝑛 → [0; +∞) такая,
что любое решение 𝑥(𝑡) системы (1) удовлетворяет неравенству

(5) 𝒟+𝑉 (𝑥(𝑡)) ⩽ −
[︁
𝛼𝑉 𝑝(𝑥(𝑡)) + 𝛽𝑉 −𝑞·1(1−𝑉 )+(𝑞+𝑟)·1(𝑤−𝑉 )(𝑥(𝑡))

]︁𝑘
,

где 𝛼, 𝛽, 𝑝, 𝑞, 𝑤, 𝑟, 𝑘 — положительные числа, 𝑝𝑘 > 1 и 𝑟𝑘 < 1, тогда
система (1) является глобально устойчивой за фиксированное время,
где оценка сверху на время сходимости 𝑥(𝑡) к 0 для любых начальных
условий 𝑥(0) имеет вид

(6) 𝑇max :=
1

𝛼𝑘(𝑝𝑘 − 1)
+

1− 𝑤1+𝑞𝑘

𝛽𝑘(1 + 𝑞𝑘)
+

𝑤1−𝑟𝑘

𝛽𝑘(1− 𝑟𝑘)
.

Здесь 1(𝑐− 𝑉 ) — функции Хевисайда: 1(𝑐− 𝑉 ) :=

{︃
0, 𝑉 < 𝑐,

1, 𝑉 ⩾ 𝑐.

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (Проект
№ 25-19-20075), https://rscf.ru/project/25-19-20075/ в ИПМаш РАН.
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Accelerated Convergence of Solutions of Nonlinear Systems to
the Equilibrium Position in a Fixed Time

I. B. Furtat, S. A. Vrazhevsky
Institute for Problems in Mechanical Engineering of the Russian Academy of

Sciences, Saint-Petersburg, Russia
cainenash@mail.ru, vrazhevskij.s@gmail.com

A condition for accelerated convergence in a fixed time for solutions
of nonlinear dynamic systems is proposed, for which special conditions
are satisfied on the derivative of a quadratic function calculated along
the system’s solutions. Conditions for convergence of solutions in a fixed
time to a given region and to zero are discussed. To achieve accelerated
convergence, a negative exponent on the right-hand side of the derivative
of the quadratic function is used over a specific segment of the system’s
evolution.
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УДК 539.3

Дивергентный метод в задачах управления, исследования
устойчивости и колебаний с применением к управлению

мехатронными системами и объектами в
нефтегазодобывающей промышленности

И. Б. Фуртат, П. А. Гущин
ИПМаш РАН, Санкт-Петербург, Россия

cainenash@mail.ru, guschin.p@mail.ru

Доклад посвящен развитию дивергентного метода исследования
устойчивости автономных и неавтономных динамических систем.
Будет показано, что необходимые условия устойчивости в рамках
данного метода принимают форму классического уравнения непре-
рывности. Для анализа устойчивости вводится понятие функции
плотности. На ее основе с помощью дивергентного метода полу-
чены новые достаточные условия устойчивости. Затем дивергент-
ный метод и функция плотности применяются для решения задачи
синтеза законов управления. Посредством соответствующего вы-
бора функции плотности можно формировать плотность фазового
пространства, обеспечивая выполнение заданных ограничений на
регулируемые переменные. В докладе будут представлены обобще-
ния теоремы Бендиксона и критерия Дюлака (об отсутствии за-
мкнутых траекторий) с двумерного случая на фазовое простран-
ство произвольной размерности. Также будет показано применение
дивергентного метода к анализу устойчивости в задаче Андроно-
ва–Вышнеградского и к проблеме поиска скрытых колебаний. Ди-
вергентный метод будет рассмотрен к управлению мехатронными
системами и объектами в нефтегазодобывающей промышленности.

Ключевые слова: устойчивость, управление, дивергенция,
теорема Бендиксона, критерий Дюлака, задача Андроно-
ва–Вышнеградского.

1. Введение

Методы исследования устойчивости динамических систем на базе
свойств дивергенции вектора фазовой скорости объекта являются аль-
тернативными методу функций Ляпунова. Одними из первых осно-
вополагающих работ в направлении получения дивергентных условий
устойчивости были труды [1–3].

Результаты, предложенные в докладе, будут тесно связаны с рабо-
тами В.П. Жукова и А. Рантцера. Несмотря на то, что в западной ли-
тературе нередко первенство в исследовании устойчивости с помощью
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дивергенции вектора фазовой скорости отдается А. Рантцеру [4, 5],
в отечественной литературе подобные идеи были опубликованы ра-
нее В.П. Жуковым в [6]. В [6] исследуется неустойчивость решения
нелинейного дифференциального уравнения с помощью дивергенции
векторного поля. Затем в течение примерно 30 лет по исследованию
неустойчивости различного вида динамических систем В.Н. Жуковым
опубликован цикл работ, с частью которых можно свободно ознако-
миться на сайте журнала «Автоматика и телемеханика». В [7] получе-
ны условия устойчивости для систем второго порядка. Затем А. Рант-
цер в работах [4, 5] обсуждает сходимость почти всех решений нели-
нейных динамических систем произвольного порядка и рассматривает
вопросы синтеза закона управления. Подход [4, 5] отличается от под-
ходов [7] тем, что для исследования устойчивости в [4,5] используется
функция плотности, которая подобна обратной вспомогательной функ-
ции в [7], за исключением их свойств в точке равновесия динамической
системы.

2. Основной результат
Доклад посвящен развитию дивергентного метода исследования

устойчивости автономных и неавтономных динамических систем [9].
Будет показано, что необходимые условия устойчивости в рамках дан-
ного метода принимают форму классического уравнения непрерывно-
сти. Для анализа устойчивости вводится понятие функции плотности.
На ее основе с помощью дивергентного метода получены новые доста-
точные условия устойчивости.

Затем дивергентный метод и функция плотности применяются для
решения задачи синтеза законов управления. Посредством соответ-
ствующего выбора функции плотности можно формировать плотность
фазового пространства, обеспечивая выполнение заданных ограниче-
ний на регулируемые переменные [10].

В докладе будут представлены обобщения теоремы Бендиксона и
критерия Дюлака (об отсутствии замкнутых траекторий) с двумерно-
го случая на фазовое пространство произвольной размерности. Также
будет показано применение дивергентного метода к анализу устойчи-
вости в задаче Андронова–Вышнеградского и к проблеме поиска скры-
тых колебаний [11].

Дивергентный метод будет рассмотрен к решению следующих прак-
тических задач:

• управление вибрационной установкой с гарантией нахождения
частоты колебаний в заданных пределах;
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• управления шаговыми двигателями в мехатронных элементах
космических аппаратов для снижения внутренних колебаний при
движении данных элементов;

• управления процессом газлифтной эксплуатации нефтяных сква-
жин с гарантией заданного дебита нефти;

• управление погружным насосом в нефтяных скважинах с ограни-
чениями на режимы работы насоса и гарантией заданного дебита
нефти.

Работа выполнена в ИПМаш РАН при поддержке госзадания № FFNF-2024-
0008 (№ 124041100006-1 в ЕГИСУ НИОКТР).
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Divergent Method in Control Problems, Stability and
Oscillation Studies With Application to the Control of

Mechatronic Systems and Objects in the Oil and Gas Industry

I. B. Furtat, P. A. Gushchin
Institute for Problems in Mechanical Engineering of the Russian Academy of

Sciences, Russia
cainenash@mail.ru, guschin.p@mail.ru

This report is devoted to the development of a divergence method
for studying the stability of autonomous and non-autonomous dynamic
systems. It will be shown that the necessary stability conditions within
this method take the form of a classical continuity equation. For stability
analysis, the concept of a density function is introduced. Based on this, new
sufficient stability conditions are derived using the divergence method. The
divergence method and the density function are then applied to solving
the problem of synthesizing control laws. By appropriately choosing the
density function, it is possible to form a phase space density, ensuring the
satisfaction of specified constraints on the controlled variables. The report
will present generalizations of Bendixson’s theorem and Dulac’s criterion
(on the absence of closed trajectories) from a two-dimensional case to
a phase space of arbitrary dimension. The report will also demonstrate
the application of the divergence method to stability analysis in the
Andronov-Vyshnegradskii problem and to the problem of detecting hidden
oscillations. The divergence method will be applied to the control of
mechatronic systems and objects in the oil and gas industry.
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УДК 517.977

Синтез ПИД-регулятора с апериодическим фильтром
как задача оптимизации

М. В. Хлебников
ИПУ РАН, Москва, Россия

khlebnik@ipu.ru

Предлагается новый подход к задаче настройки параметров ПИД-
регулятора с апериодическим фильтром, основанный на сведении
исходной проблемы к задаче оптимизации. Выписан градиентный
метод для отыскания параметров регулятора.

Ключевые слова: линейная система, ПИД-регулятор с апериодиче-
ским фильтром, уравнение Ляпунова, градиентный метод

В цикле работ Б.Т. Поляка и его коллег [1–4], посвященных син-
тезу обратной связи в задачах управления с позиций оптимизации,
был развит подход, который позволяет конструктивно решать зада-
чи настройки и оптимизации параметров регулятора и предоставляет
«хорошие» по обычным инженерным показателям регуляторы. В на-
стоящем докладе этот подход обобщается на случай ПИД-регуляторов
с апериодическим фильтром.

Рассмотрим SISO-систему управления

(1)
𝑥̇ = 𝐴𝑥+ 𝑏𝑢, 𝑥(0) = 𝑥0,

𝑦 = 𝑐T𝑥

с состоянием 𝑥(𝑡) ∈ R𝑛, выходом 𝑦(𝑡) ∈ R и управлением 𝑢(𝑡) ∈ R.
Целью является определение параметров 𝑞, 𝑘𝑝, 𝑘𝑖, 𝑘𝑑 ПИД-регулятора

(2) 𝑢̇(𝑡) + 𝑞𝑢(𝑡) = −𝑘𝑝𝑦(𝑡)− 𝑘𝑖
𝑡∫︁

0

𝑦(𝜏)𝑑𝜏 − 𝑘𝑑𝑦̇(𝑡)

с апериодическим фильтром, который доставляет замкнутой системе
степень устойчивости 𝜎 > 0 и минимизирует функционал

(3) 𝐽 = E∼𝑥(0)

∞∫︁
0

𝑦2(𝑡)𝑑𝑡.
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Пусть начальные условия 𝑥(0) распределены с нулевым средним и ко-
вариационной матрицей Σ.

Введем вспомогательную скалярную переменную 𝜉 из расчета 𝜉 = 𝑦
c 𝜉(0) = 0. При этом согласно (1), (2)

𝑢̇+ (𝑞 + 𝑘𝑑𝑐
T𝑏)𝑢 = −(𝑘𝑝𝑐T + 𝑘𝑑𝑐

T𝐴)𝑥− 𝑘𝑖𝜉.

Относительно расширенного вектора состояния 𝑔 =
(︀
𝑥 𝜉 𝑢

)︀T ∈
R𝑛+2 замкнутая система представима в виде

𝑔̇ = 𝐴𝑟𝑔
.
= (𝐴0 + 𝑘𝑝𝐴𝑝 + 𝑘𝑖𝐴𝑖 + 𝑘𝑑𝐴𝑑 + 𝑘𝑞𝐴𝑞)𝑔,

где

𝐴0 =

⎛⎝𝐴 0 𝑏

𝑐T 0 0
0 0 0

⎞⎠ , 𝐴𝑝 =

⎛⎝ 0 0 0
0 0 0

−𝑐T 0 0

⎞⎠ ,

𝐴𝑖 =

⎛⎝0 0 0
0 0 0
0 −1 0

⎞⎠ , 𝐴𝑑 =

⎛⎝ 0 0 0
0 0 0

−𝑐T𝐴 0 −𝑐T𝑏

⎞⎠ , 𝐴𝑞 =

⎛⎝0 0 0
0 0 0
0 0 −1

⎞⎠ .

Для того, чтобы гарантировать степень устойчивости 𝜎 > 0 замкну-
той системы, введем в ее матрицу аддитивную компоненту 𝜎𝐼:

(4) 𝑔̇ = (𝐴𝑟 + 𝜎𝐼)𝑔.

В силу 𝑥 = {𝐼 0 0}𝑔 начальные условия 𝑔(0) =
(︀
𝑥0 0 0

)︀T для
системы (4) распределены с нулевым средним и ковариационной мат-
рицей diag{Σ 0 0}. По лемме Беллмана для системы (4) имеем:

(5) 𝐽 = E∼𝑥(0)

∞∫︁
0

𝑦2(𝑡)𝑑𝑡 = E∼𝑔(0)

∞∫︁
0

𝑔T(𝑡)

⎛⎝𝑐𝑐T 0 0
0 0 0
0 0 0

⎞⎠ 𝑔(𝑡)𝑑𝑡 =

= E∼𝑔(0)𝑔
T(0)𝑄𝑔(0) = tr𝑄

⎛⎝Σ 0 0
0 0 0
0 0 0

⎞⎠ ,

где 𝑄 ∈ S𝑛+2 — решение уравнения Ляпунова

(6) (𝐴𝑟 + 𝜎𝐼)
T
𝑄+𝑄(𝐴𝑟 + 𝜎𝐼) = −diag{𝑐𝑐T 0 0}.
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Пусть известен регулятор 𝑘0, стабилизирующий систему с задан-
ным запасом устойчивости 𝜎, т. е. такой, что матрица 𝐴

𝑘
0 гурвицева.

При этом предположении задача (5)–(6) может быть далее решена гра-
диентным методом.

Градиент для квадратичного функционала (5) выписывается яв-
ным образом. А именно, справедлив следующий результат.

Лемма 1. Функция (5) определена на множестве стабилизирую-
щих обратных связей 𝑘. На этом допустимом множестве она диф-
ференцируема, причем градиент дается выражениями

1

2

𝜕𝐽

𝜕𝑘𝑗
= tr𝑌 𝑄𝐴𝑗 , 𝑗 ∈ {𝑝, 𝑖, 𝑑, 𝑞},

где матрица 𝑌 является решением уравнения Ляпунова

𝐴𝑟𝑌 + 𝑌 𝐴T
𝑟 = −diag{Σ 0 0}.

Как показывают многочисленные примеры, предлагаемая рекур-
рентная процедура является весьма эффективной и приводящей ко
вполне удовлетворительным ПИД-регуляторам.

Результат, представленный леммой 1, получен за счет средств Российского на-
учного фонда (Проект № 25-29-20062), https://rscf.ru/project/25-29-20062/.
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Tuning PID Controller With an Aperiodic Filter
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A new approach to the problem of tuning the parameters of a PID
controller with an aperiodic filter is proposed, based on reducing the initial
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problem to an optimization problem. A gradient method for finding the
controller parameters is given.

УДК 531.36

Периодические движения неавтономной гамильтоновой
системы в случаях нулевой и целой или полуцелой частот

предельной автономной задачи

О. В. Холостова
МАИ (НИУ), Москва, Россия

kholostova_o@mail.ru

Построена теория периодических движений близкой к автономной,
2𝜋-периодической по времени гамильтоновой системы в случаях,
когда в предельной автономной задаче одна из частот нулевая, а
другая целая или полуцелая. Исследованы резонансные периоди-
ческие движения спутника (твердого тела) в окрестности его ста-
ционарного вращения на слабоэллиптической орбите.

Ключевые слова: гамильтонова система, резонанс, устойчивость, пе-
риодические движения, спутник, цилиндрическая прецессия

1. Исследование периодичских движений

Исследуются движения 2𝜋-периодической по времени гамильтоно-
вой системы с двумя степенями свободы в окрестности тривиального
равновесия. Система зависит от трех параметров, один из параметров
мал, и при его нулевом значении система автономна. Пусть начало ко-
ординат фазового пространства — положение равновесия системы, и
гамильтониан возмущенного (в его окрестности) движения содержит
слагаемые только четных степеней относительно возмущений. Кроме
того, неавтономная часть гамильтониана возмущенного движения в
слагаемых нечетных и четных степеней 𝑛 по малому параметру содер-
жит соответственно только нечетные или только четные гармоники до
𝑛-й включительно. Такая структура гамильтониана характерна для
многих задач классической и небесной механики.

Рассматриваются значения параметров (в трехмерном простран-
стве параметров) вблизи границы области устойчивости тривиального
равновесия, соответствующей случаю нулевой частоты в предельном
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автономном случае. Выделены точки на этой границе, для которых
другая частота равна целому или полуцелому числу (т.е. в системе
реализуется кратный параметрический резонанс), а ранг матрицы ли-
неаризованных уравнений возмущенного движения равен трем.

Для случаев, когда ненулевая частота равна 1/2, 3/2, 1 или 2, опи-
саны области параметрического резонанса тривиального равновесия
системы, решен воппрос о существовании в его окрестности, числе и
устойчивости (в линейном приближении) резонансных периодических
движений, аналитических по целым или дробным степеням малого па-
раметра. Ранее [1] аналогичные результаты для исследуемых резонанс-
ных случаев были получены в сечениях пространства параметров, со-
ответствующих фиксированному (резонансному) значению одного из
параметров. В докладе рассматриваются полные окрестности резо-
нансных точек пространства параметров, что ожидаемо приводит к
усложнению как картины устойчивости тривиального равновесия, так
и распределения и характера устойчивости периодических решений.

Для каждого резонансного случая разработан алгоритм анализа ис-
следуемых движений. Характер нелинейных колебаний системы опре-
деляется свойствами приближенных автономных (модельных) систем,
получаемых в результате нормализации гамильтониана возмущенного
движения. Положения равновесия модельных систем порождают пе-
риодические длвижения полных неавтономных систем. При этом мо-
дельные системы зависят от большого числа параметров (коэффициен-
тов нормальной формы, и их исследование представляет значительную
сложность.

Установлены различия и сходство свойств модельных систем для
различных резонансных случаев, обнаружены параллели со случаями
кратных резонансов другого типа, возникающих в системах с другой
структурой возмущающей части гамильтониана.

2. Резонансные периодичские движения спутника

Рассматривается движение динамически симметричного спутника
(твердого тела) относительно центра масс в центральном ньютонов-
ском гравитационном поле на слабоэллиптической орбите, Движение
происходит в окрестности стационарного вращения спутника вокруг
нормали к плоскости орбиты (цилиндрической прецессии). Исследу-
ются случаи, когда значения параметров задачи (инерционного пара-
метра, безразмерной угловой скорости вращения и эксцентриситета ор-
биты центра масс) принадлежат малым окрестностям точек исследо-
ванных случаев кратного параметрического резонанса.
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Показано, что в данной спутниковой задаче существует 10 резо-
нансных точек. Подробно исследованы окрестности четырех точек, со-
ответствющих значениям 1/2, 3/2, 1 или 2 ненулевой частоты. Построе-
ны резонансные периодические движения спутника, аналитические по
целым или дробным степеням малого параметра (эксцентриситета ор-
биты центра масс), описаны их бифуркации.

По сравнению с общей теорией, задача об устойчивости этих дви-
жений изучена в более полном объеме. Для случаев, когда ненулевая
частота полуцелая, вопрос об устойчивости решен в строгой нелиней-
ной постановке. Для случаев, когда ненулевая частота целая, проведен
полный линейный анализ устойчивости, построены соответствующие
диаграммы устойчивости.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда
(Проект № 24-11-00162) в Московском авиационном институте (национальном ис-
следовательском университете).
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Динамика управляемой многозвенной системы в жидкости
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Рассматривается динамика многозвенной системы в жидкости при
различных законах сопротивления. Построены управляемые дви-
жения системы, включая периодические движения.

Ключевые слова: управляемая система, динамика, периодические
движения

1. Введение

Динамика многозвенных управляемых систем, способных переме-
щаться в жидкой среде, представляет интерес как с точки зрения био-
механики, так и с точки зрения разработки мобильных плавающих
роботов. Проблемы биомеханики плавания рыб и животных освещены
в монографиях [1–4].

В данной работе рассматривается трехмассовая двухзвенная меха-
ническая система, управляемая при помощи момента сил, создаваемого
двигателем в шарнире, и совершающая плоские движения в жидкости
при различных законах сопротивления среды. Представлены некото-
рые продольные и поперечные движения системы. Построены перио-
дические движения, оценена средняя скорость перемещения системы
при периодических режимах.

2. Механическая система

Рассматриваемая система (см. рис. 1) состоит из материальной точ-
ки 𝐶0 массы 𝑚0 и двух твердых тел (звеньев) массы 𝑚1 и 𝑚2, соеди-
ненных цилиндрическим шарниром в точке 𝐶0, где располагается дви-
гатель, создающий управляющий момент 𝑁 . Расстояния от точки 𝐶0

до центров масс звеньев 𝐶1 и 𝐶2 обозначим через 𝑎1 и 𝑎2, а момен-
ты инерции звеньев относительно точки 𝐶0 через 𝐽1 и 𝐽2. В качестве
обобщенных координат системы выберем декартовы координаты 𝑥, 𝑦
точки 𝐶0 и углы 𝜙𝑖 между отрезками 𝐶0𝐶𝑖 и осью 𝑥, 𝑖 = 1, 2. Уравне-
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Рис. 1: Механическая система

ния Лагранжа рассматриваемой системы имеют вид

𝑀𝑥̈−
2∑︁
𝑖=1

𝑚𝑖𝑎𝑖

(︂
sin𝜙𝑖𝜙𝑖 + cos𝜙𝑖𝜙̇𝑖

2

)︂
=

2∑︁
𝑖=0

𝐹𝑖𝑥,

𝑀𝑦 +

2∑︁
𝑖=1

𝑚𝑖𝑎𝑖

(︂
cos𝜙𝑖𝜙𝑖 − sin𝜙𝑖𝜙̇𝑖

2

)︂
=

2∑︁
𝑖=0

𝐹𝑖𝑦,

𝐽1𝜙1 +𝑚1𝑎1(cos𝜙1𝑦 − sin𝜙1𝑥̈) =

= −𝐹1𝑥𝑎1 sin𝜙1 + 𝐹1𝑦𝑎1 cos𝜙1 +𝑁,

𝐽2𝜙2 +𝑚2𝑎2(cos𝜙2𝑦 − sin𝜙2𝑥̈) =

= −𝐹2𝑥𝑎2 sin𝜙2 + 𝐹2𝑦𝑎2 cos𝜙2 −𝑁.

Здесь 𝑀 = 𝑚0 +𝑚1 +𝑚2, а через 𝐹𝑖𝑥 и 𝐹𝑖𝑦 обозначены проекции на
оси 𝑥, 𝑦 внешних сил, в частности сил сопротивления, действующих на
точки 𝐶𝑖, 𝑖 = 0, 1, 2. В качестве сил сопротивления рассматриваются
силы, направленные против скорости точки и пропорциональные либо
скорости, либо квадрату скорости точки.

3. Продольные и поперечные движения

Построены и проанализированы продольные и поперечные движе-
ния системы при линейном и квадратичном сопротивлении. Как при
продольных, так и при поперечных движениях угол 𝜙2 − 𝜙1 между
звеньями совершает периодические колебания в окрестности 𝜋. Пока-
зано, что в результате определенных колебаний происходит стремление
построенных движений к периодическим режимам.
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Рис. 2: Средняя скорость продольного движения в зависимости от чис-
ла циклов

При продольных движениях, имитирующих плавание рыб, двух-
звенник перемещается вдоль оси 𝑥. На рис. 2 показано изменение сред-
ней скорости продольного движения в зависимости от числа циклов 𝑁 .

Поперечные движения двухзвенника с одинаковыми звеньями ими-
тируют греблю при помощи весел. Получены периодические режимы
и построены движения, стремящиеся к периодическим. Оценены сред-
ние скорости продольных и поперечных движений в периодических
режимах.

4. Заключение

Построены управляемые движения двухзвенника в сопротивляю-
щейся среде, имитирующие плавание и греблю. Оценены средние ско-
рости движения при периодических режимах.

Работа выполнена в соответствии с госзаданием № 124012500443-0.
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Dynamics of a controlled multilink system in a fluid is considered
under different resistance laws. Controlled motions of the system, including
periodic ones, are obtained.
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К вопросу о использовании матрицы информации Фишера в
адаптивной идентификации параметров линейных
стационарных систем в присутсвии гауссова шума
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В работе рассматривается вопрос использование матрицы ин-
формации Фишера для усовершенствования алгоритма получения
оценки вектора неизвестных величин для параметрической иден-
тификации линейных стационарных систем в присутствии гауссова
шума.

Ключевые слова: наблюдатель, нелинейный регрессор, адаптация,
матрица Фишера

1. Введение
В данной работе рассматривается задача параметрической иденти-

фикации линейных стационарных систем по линейному регрессионно-
му уравнению в присутствии аддитивного гауссовского шума:

(1) 𝑦(𝑡) = 𝑚𝑇 (𝑡)𝜃 + 𝜂, 𝑦(𝑡) ∈ R1, 𝑚(𝑡) ∈ R𝑞, 𝜃 ∈ R𝑞, 𝜂 ∼ 𝑁𝑞(0, 𝜎).

Сама по себе задача идентификации вектора неизвестных парамет-
ров в линейной регрессии является хорошо изученной и имеет обшир-
ную базу для цитирования [1]. Известно, что для получения коррект-
ной оценки требуется выполнение условия незатухающих возбуждений
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(PE). В последние годы интерес исследователей заключается в ослаб-
лении условия PE на регрессор. Наиболее обсуждаемыми методами по-
лучения оценки параметров без необходимости PE являются DREM [2]
и GPEBO [3].

Для ослабления требований к условию незатухающего возбужде-
ния применяется динамическое расширение регрессора и смешивание
(DREMподобная процедура), приводящее к скаляризованному регрес-
сионному уравнению. Предлагается модификация закона адаптации, в
которой коэффициент обновления нормируется (накопленной) инфор-
мацией Фишера, вычисляемой по расширенному регрессору, что по-
вышает робастность к шуму и снижает чувствительность к настройке
параметров алгоритма.

2. Основной результат

В работе исследуется алгоритм идентификации вектора парамет-
ров системы (1), использующий расширение регрессора и обновление
оценки неизвестного вектора по нелинейному закону, зависящему от
матрицы информации Фишера от расширенного регрессора. Процеду-
ра расширения регрессора аналогична представленной в DREM:

(2)

𝑌𝑒 =

⎡⎢⎢⎢⎣
𝑦(𝑡)
𝐻1𝑦(𝑡)

...
𝐻𝑞−1𝑦(𝑡)

⎤⎥⎥⎥⎦ , Φ𝑒 =

⎡⎢⎢⎢⎣
𝑚(𝑡)
𝐻1𝑚(𝑡)

...
𝐻𝑞−1𝑚(𝑡)

⎤⎥⎥⎥⎦ ,
𝐻𝑖 =

𝛼𝑖
𝑝+ 𝛽𝑖

,

𝑌𝑒 = Φ𝑒𝜃,

𝑧 = adj{Φ𝑒}𝑌𝑒,

∆ = det{Φ𝑒}.

Это приводит нас к форме (3), в которой шум выступает неявным
образом в расширенном регрессоре

(3) 𝑧 = ∆𝜃

Посчитаем матрицу информации Фишера относительно оценивае-
мого параметра

398



(4) ℐ(𝜃) = −E
[︃

𝜕2

𝜕𝜃𝜕𝜃𝑇
log 𝑓(Φ𝑒; 𝜃)

]︃
.

На основании (4) и (3) построим наблюдатель, обновляющий оцен-
ку неизвестного вектора независимо для каждой из его компонент с
индексом 𝑖 = 1, 𝑞

(5)

𝐾𝑖 =
∆ℐ𝑖

𝜆+∆2 * ℐ𝑖 + 𝜖FIM

𝑒𝑖 = 𝑧𝑖 −∆𝜃𝑖

˙̂
𝜃𝑖 = 𝛾𝑖𝐾𝑖𝑒𝑖,

где 𝜆 — некоторый коэффициент фильтрации накопленной инфрма-
ции, 𝛾 > 0 — положительный коэффициент адаптации оценки.

Установлено, что использование матрицы информации Фишера в
алгоритме адаптации параметров модели благоприято сказывается как
на качестве оценки, так и на чувствительности к шуму. Алгоритм адап-
тации при этом получается более робастным относительно параметров
алгоритма получения оценки, чем его исходный вариант.

В качестве необходимого условия для сходимости алгоритма адап-
тации оценки в расширенном регрессионном уравнении выступает ре-
зультат теоремы 1.

Теорема 1. Если расширенный регрессор Φ ограничен и дисперсия
шума 𝜂 конечна, то ошибка оценки параметров 𝜃 = 𝜃 − 𝜃 остается
ограниченной.

Ключевым свойством алгоритма представляется удобство настроек
его параметров, зависящих от конкретного вида регрессора 𝑚 и шума
𝜂 в исходной задаче (1).

Теорема 2. При высполнении теоремы 1 и 𝜆 ≊ 1, скорость сходи-
мости оценки неизвестных параметров почти на всех шагах 𝑘 алго-
ритма не зависит от дисперсии шума и равна

‖𝜃𝑘 − 𝜃𝑘‖ = 𝒪
(︀
𝑘−

1
2

√︀
log 𝑘

)︀
.
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3. Заключение

В работе предложен алгоритм параметрической идентификации, в
которой коэффициент обновления нормируется (накопленной) инфор-
мацией Фишера, вычисляемой по расширенному регрессору, что по-
вышает робастность к шуму и снижает чувствительность к настройке
параметров алгоритма. Получены достаточные условия ограниченно-
сти ошибки оценки и оценка скорости сходимости.
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Устанавливается новая оценка величины возвратной разности
систем с дискретными регуляторами, определяющая предельно-
достижимую точность системы при типовых ступенчатых и гар-
монических возмущениях. Она целиком определяется свойствами
объекта управления.

Ключевые слова: непрерывный объект, дискретный регулятор, пре-
дельная точность

1. Введение
Практика автоматического управления помимо устойчивости за-

мкнутой системы предъявляет ряд дополнительных требований к ка-
честву ее работы, называемые далее инженерными. К ним относятся:
ошибки регулирования, определяющие точность работы системы при
действии внешних возмущений; время регулирования, характеризую-
щее ее быстродействие; показатели, определяющие запас устойчивости
системы, например, запас устойчивости по фазе и коэффициенту уси-
ления, либо радиус запасов устойчивости [1].

Рассмотрим полностью управляемую и наблюдаемую дискретную
модель непрерывного объекта (𝑛 уравнений):

𝑥(𝑘 + 1) = 𝐴𝑥(𝑘) + 𝑏[𝑢(𝑘) + 𝑓(𝑘)],(1)

𝑦(𝑘) = 𝑐T𝑥(𝑘),(2)

со статическим регулятором состояния:

(3) 𝑢(𝑘) = 𝑘T𝑥(𝑘).

Здесь 𝑥 — состояние объекта, 𝑦 — регулируемый выход, 𝑢 — управле-
ние, 𝑓 — внешнее возмущение, массивы чисел 𝐴, 𝑏, 𝑐 и 𝑘 известны.

Регулируемая переменная и внешнее возмущение связаны в замкну-
той системе соотношением [2]:

(4) 𝑦(𝑘) =
𝑤о(𝑧)

1 + 𝑤раз(𝑧)
𝑓(𝑘),
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где 𝑤о(𝑧) = 𝑐T(𝑧𝐼 − 𝐴)−1𝑏 — передаточная функция объекта (1)–(2),
𝑤раз(𝑧) = −𝑘T(𝑧𝐼 − 𝐴)−1𝑏 — передаточная функция разомкнутой си-
стемы (1), (3) по управлению.

Требование устойчивости замкнутой системы с дискретным регу-
лятором состояния заключается в принадлежности собственных зна-
чений матрицы замкнутой системы внутренности единичного круга с
центром в начале координат. Для этого случая в работе [2] получе-
на оценка на величину возвратной разности, определяющей предельно
достижимую точность системы при ступенчатом и гармоническом воз-
мущении. Для ступенчатого возмущения она имеет вид

(5) |1 + 𝑘раз| ⩽ 2𝑛/|𝑑(1)|, 𝑑(𝑧) = det(𝑧𝐼 −𝐴),

где коэффициент передачи разомкнутой системы: 𝑘раз = 𝑤раз(𝑧)
⃒⃒
𝑧=1

=

𝑤раз(𝑒
j𝜔ℎ)

⃒⃒
𝜔=0

, а ℎ — период дискретности.

2. Основной результат
Практика автоматического управления показывает, что левая часть

упомянутого выше единичного круга крайне не желательна для распо-
ложения собственных значений матрицы 𝐴зам = 𝐴 + 𝑏𝑘T. Поскольку
даже одна пара комплексных собственных значений в этой области
приводит к двухчастотным колебаниям регулируемой переменной [3].
По аналогичной причине исключаются чисто мнимые собственные зна-
чения. Если принять, что собственные значения замкнутой системы
лежат в пересечении двух кругов радиуса 1 с центрами в начале ко-
ординат и точке Re 𝑧 = 1 и Im 𝑧 = 0, то многие области, построенные
исходя из заданной степени устойчивости и заданной степени колеба-
тельности замкнутой дискретной системы будут заведомо принадле-
жать этой области комплексной плоскости корней. Тогда используя
технику доказательства неравенства (5) из [2], можно показать, что
будет выполняться неравенство.

(6) |1 + 𝑘раз| ⩽ 1/|𝑑(1)|.

Таким образом, максимально возможная величина возвратной раз-
ности |1 + 𝑘раз| на нулевой частоте определяется только свойствами
объекта управления: расположением корней 𝑧𝑖 характеристического
полинома разомкнутой системы 𝑑(𝑧) = (𝑧 − 𝑧1)(𝑧 − 𝑧2) · · · (𝑧 − 𝑧𝑛).

Аналогично, для гармонического внешнего возмущения, следуя [2],
получаем ⃒⃒⃒

1 + 𝑤раз(𝑒
j𝜔ℎ)

⃒⃒⃒
⩽ 1/|𝑑(𝑒j𝜔ℎ)|.
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Используя неравенство (6) из (4) легко оценить предельную ошибку
системы при ступенчатом возмущении 𝑓(𝑘) = const = 𝑓* > 0 :⃒⃒⃒⃒

lim
𝑘→∞

𝑦(𝑘)

⃒⃒⃒⃒
⩾
⃒⃒⃒
𝑐T adj(𝐼 −𝐴)𝑏

⃒⃒⃒
𝑓*.

Аналогичное неравенство можно записать и для гармонического
внешнего возмущения. Таким образом, предельно достижимая ошибка
целиком определяется только свойствами объекта управления.

3. Заключение
В работе получены существенно более реалистичные оценки вели-

чины возвратной разности систем с дискретными регуляторами со-
стояния, которые определяют предельно достижимую точность систе-
мы при типовых ступенчатых и гармонических внешних возмущени-
ях. При этом предельно достижимая ошибка регулирования целиком
и полностью определяется собственно объектом управления.
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Решается задача анализа робастной устойчивости линейной систе-
мы второго порядка с матрицей 𝐴 в сопровождающей форме. В
основе исследования лежит известный алгебраический подход, поз-
воляющий проверить существование общей квадратичной функции
Ляпунова (ОКФЛ) для двух систем с матрицами в сопровожда-
ющей форме. С помощью указанного результата для произволь-
ной фиксированной матрицы 𝐴 строится множество матриц той же
структуры таких, что у соответствующих систем существует ОК-
ФЛ.

Ключевые слова: линейная система, сопровождающая форма мат-
рицы, робастная устойчивость, общая квадратичная функция Ля-
пунова

1. Введение
В статье [1] доказан следующий результат.

[1, Теорема 3.1]: необходимым и достаточным условием существо-
вания ОКФЛ для двух линейных систем 𝑥̇ = 𝐴𝑥 и 𝑥̇ = 𝐵𝑥 при
𝐵 = 𝐴 − 𝑔ℎ⊤, 𝐴 ∈ R𝑛×𝑛 и ℎ, 𝑔 ∈ R𝑛×1, где 𝐴 и 𝐵 в сопровождаю-
щей форме, является: (а) — гурвицевость 𝐴 и 𝐵 и (б) — отсутствие у
произведения 𝐴𝐵 отрицательных вещественных собственных чисел.

Далее этот результат используется для робастного анализа системы
𝑥̇ = 𝐴𝑥 в следующей постановке: для заданной гурвицевой матрицы
𝐴 ∈ R2×2 в сопровождающей форме найти множество матриц ℬ ⊂
R2×2 той же структуры, для которых выполняются условия (а), (б)
приведенной теоремы 3.1.

2. Основной результат
Рассмотрим матрицы 𝐴 и 𝐵 ∈ ℬ, записанные в сопровождающей

форме:

𝐴 =

(︂
0 1
𝑎0 𝑎1

)︂
, 𝐵 =

(︂
0 1
𝑏0 𝑏1

)︂
.

Для выполнения условия (а) — гурвицевости 𝐴 и 𝐵 необходимо и до-
статочно, чтобы выполнялось 𝑎0 < 0, 𝑎1 < 0, 𝑏0 < 0, 𝑏1 < 0.
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Собственные числа матрицы 𝐴𝐵 находятся из решения уравнения

det(𝑠𝐼 −𝐴𝐵) = 𝑠2 − (𝑎0 + 𝑏0 + 𝑎1𝑏1)𝑠+ 𝑎0𝑏0 = 0,

и равны

(1) 𝑠1,2 = (𝑆 ±
√
𝐷)/2,

где 𝑆 = 𝑎0 + 𝑏0 + 𝑎1𝑏1 и 𝐷 = (𝑎0 + 𝑏0 + 𝑎1𝑏1)
2 − 4𝑎0𝑏0.

Для выполнения теоремы 3.1 достаточно 𝐷 < 0, т.е. условия

(𝑎0 + 𝑏0 + 𝑎1𝑏1)
2 − 4𝑎0𝑏0 < 0.

Это условие можно представить с помощью квадратичной функции

𝒟(𝑏0, 𝑏1) = 𝑏20 + 2𝑎1𝑏0𝑏1 + 𝑎21𝑏
2
1 − 2𝑎0𝑏0 + 2𝑎0𝑎1𝑏1 + 𝑎20,

как 𝒟(𝑏0, 𝑏1) < 0. Ему удовлетворяют 𝑏0 и 𝑏1, лежащие в

𝒞0 = int 𝒟(𝑏0, 𝑏1).

Лемма 1. Решение 𝒟(𝑏0, 𝑏1) = 0 является параболой, которая ле-
жит в 3-м квадранте плоскости (𝑏0, 𝑏1) и касается осей 𝑏0 и 𝑏1 в
точках (𝑏0 = 𝑎0, 𝑏1 = 0) и (𝑏0 = 0, 𝑏1 = −𝑎0/𝑎1) и разбивает квад-
рант на 4 множества:

𝒞0, 𝒞𝐼 = {(𝑏0, 𝑏1)⊤ ∈ R2×1 : 𝑏0 < 𝑎0 − 𝑎1𝑏1 − 2
√−𝑎1𝑏1𝑎0, 𝑏1 < 0},

𝒞𝐼𝐼 = {(𝑏0, 𝑏1)⊤ ∈ R2×1 : 𝑏0 > 𝑎0 − 𝑎1𝑏1 + 2
√︀
(−𝑎1𝑏1𝑎0, 𝑏1 > −𝑎0/𝑎1},

𝒞𝐼𝐼𝐼 = {(𝑏0, 𝑏1)⊤ ∈ R2×1 : 𝑏0 > 𝑎0 − 𝑎1𝑏1 + 2
√−𝑎1𝑏1𝑎0, 𝑏1 < −𝑎0/𝑎1}.

Для полного описания множества ℬ требуется проверить усло-
вие (б) теоремы 3.1 (Re{𝑠1,2} > 0, Im{𝑠1,2} = 0) для множеств
𝒞𝐼 , 𝒞𝐼𝐼 , 𝒞𝐼𝐼𝐼 .

Лемма 2. Условия теоремы 3.1 выполняются для 𝒞𝐼𝐼𝐼 .
Таким образом из лемм 1 и 2 следует, что областью робастной устой-
чивости матрицы 𝐴 является 𝒞0 ∪𝒞𝐼𝐼𝐼 . Для 𝐴 и любой матрицы 𝐵 ∈ ℬ
с элементами 𝑏0 и 𝑏1 из указанного объединения существует ОКФЛ.

3. Пример

Выберем элементы матрицы 𝐴 как 𝑎0 = −1, 𝑎1 = −2. На рис. 1
показана область робастной устойчивости для этой матрицы, а также

405



Рис. 1: Область робастной устойчивости для матрицы 𝐴 с элементами
𝑎0 = −1, 𝑎1 = −2

парабола 𝒟(𝑏0, 𝑏1) = 0 и точки ее пересечения с осями 𝑏0, 𝑏1; множества
𝒞𝛼, 𝛼 ∈ {𝐼, 𝐼𝐼, 𝐼𝐼𝐼} и отмечена точка (𝑎0, 𝑎1).

Отметим, что структура разбиения 3-го квадранта на области, изоб-
раженная на рис. 1, сохраняется при любых 𝑎0 < 0, 𝑎1 < 0, т.е. при
гурвицевой 𝐴.

Результаты исследований, представленные в разделе 2, получены за
счет средств Российского научного фонда (Проект № 21-71-30005-П),
https://rscf.ru/project/21-71-30005/.
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